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ATERTISSEMENT. 



Le Traité d'Algèbre (première partie) dont nous publions au- 
jourd'hui la sixième édition, n'a subi aucune modification. 
Le texte en a été revu avec soin : quelques améliorations de 
détail y ont été introduiies. 

Nous avions cru devoir, dans les éditions précédentes, faire 
droit aux observations de quelques personnes, qui trouvaient trop 
<;onsidérables les dimensions du premier volume. Nous avions 
donc supprimé les résumés qui terminaient chaque chapitre. 
Nous avions diminué le nombre des exercices, en mettant de 
côté ceux qui étaient les plus difficiles, et qui paraissaient au- 
dessus d& la portée des commençants. Enfin le chapitre sur les 
expressions qui se présent$ru sous une forme indéterminée avait été 
rayé : nous avions pensé qii'il valait mietix ne s'occuper de ces 
sortes de questions qu'après avoir étudié les propriétés des dé- 
rivées. Nous avions pu, de cette manière, sans sacrifier rien 
d'essentiel, ramener notre premier volume dans les limites or- 
dinaires. Nous avons maintenu, pour la présente édition, toutes 
ces naodifications. 

II. Oarcët. 

Septembre 1868. 
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AVERTISSEMENT 

PLACÉ EN TÊTE DE LA TROISIÈME ÉDITION. 



M. J. Bertrand nous a confié le soin de réimprimer son Al- 
gèbre. En acceptant cette mission, nous lui avons soumis le plan 
de quelques modifications qu*il a admises, et dont nous allons 
rendre compte. 

L'ouvrage se compose de deux volumes. Le premier comprend 
les éléments proprement dits, c'est-à-dire, le calcul algébrique, 
la résolution des équations du premier et du second degré, les 
progressions, les logarithmes et leurs applications les plus sim- 
ples. Le second comprend les séries, la formule du binôme, les 
compléments de la théorie des logarithmes, les fonctions déri- 
vées et la théorie générale des équations. 

Les éléments d'Algèbre doivent être, à notre avis, enseignés 
avec les plus grands détails. La matière est si abstraite en elle- 
même; les généralisations, que l'on rencontre tout d'abord, sont 
si importantes pour le succès des études ultérieures; les discus- 
sions, à l'aide desquelles on envisage une question sous toutes 
ses faces, sont si délicates, qu'on ne doit négliger aucun déve- 
loppement, pour initier les élèves aux méthodes et aux procédés 
de YArithmétiqtLC universelle. Or, lorsqu'on ne consacre qu'un 
volume à l'exposé de toutes les théories de l'Algèbre, il est bien 
difûcile de ne pas sacrifier la première partie à la seconde, si 
l'on ne veut pas donner au volume des dimensions trop consi- 
dérables. Il nous a donc paru convenable et utile de partager 
l'ouvrage en deux volumes. 

D'un autre côté, la division que nous avons adoptée cor- 
respond exactement aux divisions mômes de l'enseignement dans 
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AYEHTISSEMENTS. III 

les lycées. Le premier volume renferme le développement du 
programme de mathématiques pures et appliquées, il comprend 
toutes les connaissances exigées pour Texamen du baccalauréat 
es sciences, etpourles épreuves d'admission à TËcole Militaire, 
à rÉcole Navale^ à l'École Forestière et à TÉcole Centrale des 
Arts et Manufactures. 11 s'adresse, par conséquent, à la grande 
majorité des élèves qui suivent leâ cours de sciences, dans les 
établissements d'instruction secondaire. Le second volume con- 
tient les matières dont la connaissance n'est exigée que des 
candidats à l'Ecole Polytechnique, à l'École Normale supérieure 
et à la licence es sciences mathématiques. Il est destiné aux 
élevés de mathématiques spéciales. A cet autre point de vue, la 
division en deux volumes nous a paru indispensable. 

Nous n'avons pas besoin de dire qu'en nous chargeant de 
cette troisième édition, nous avons scrupuleusement respecté 
les doctrines qui distinguent ce livre des autres ouvrages écrits 
sur le même sujet. Depuis longtemps déjà, nous aimons et nous 
cherchons à propager les idées de l'auteur. Nous n'avons donc 
rien changé à Tesprit du livre ; et notre rôle s'est borné à déve- 
lopper quelques théories qui s'y trouvaient, peut-être, trop suc- 
cinctement exposées, et que nous avons présentées avec plus de 
détails. Lorsqu'on hésite entre deux formes, l'expérience de 
l'enseignement conduit presque toujours, en effet, à préférer 
celle qui présume le moins de la pénétration des auditeurs. 
Nous avons, sous ce rapport, traité nos lecteurs comme nos 
jeunes élèves. Ils nous le pardonneront, si, comme eux, ils ar- 
rivent par là, avec moins d'efforts, à comprendre et à savoir 
aussi bien. 

Les nombreux exercices^ proposés à la fin de chaque chapitre, 
ont été augmentés, et classés de manière à graduer, autant que 
possible, les difficultés. Nous avons cru devoir indiquer, par 
un mot, la solution de chacun d'eux ; nous avons même donné 
très-brièvement la marche à suivre, lorsque cette solution nous 
a paru trop difficile à découvrir. Nous avons voulu, par là, 
aider l'élève dans ses recherches, tout en laissant un aliment 
sufGsantàson travail. 
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IV AVËRTiSS£ift!£HT$. 

Ges.exercices multipUés et leurs sokUioQS noms tint loircé de 
idofiDer au premier Tolumey qui par^t aujourd'hui^ des dia^en- 
sioas as^ez considérables; mais noy^ espérons que leilecteur 
n'aura pas À«:e plaindre d'une extension qui tourne au pr^^&t de 
ses études. 

H. Garcet. 
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TRAITÉ 

D'ALGÈBRE 



PREMIÈRE PARTIE. 



NOTIONS PRELIMINAIRES. 

1. DÉFINITION DE l'algèbre. — V algèbre a pour objet d abréger, 
de simplifier et surtout de généraliser la résolution des questions 
que l'on peut se proposer sur les nombres. 

Pour atteindre ce but, l'algèbre emploie les lettres et les 
signes, 

2. Emploi des lettres. — Les lettres représentent les nombres. 
Au lieu de raisonner et d'opérer, comme en arithmétique, sur 
des nombres particuliers désignés d'avance, on raisonne et on 
opère, en algèbre, sur des lettres a, 5, c,... x, t/.... Par suilc, les 
démonstrations que l'on donne et les règles auxquelles on 
arrive, s'appliquant à tous les nombres indistinctement, sont 
générales. 

5. Signes algébriques. — Les nombres devant rester indéter- 
minés, on ne peut pas effectuer les opérations, et il faut se bor- 
ner à les indiquer à l'aide de certains signes abréviatifs. 

Les signes usités en algèbre sont les suivants : 

+ est le signe deTaddilion; il se prononce p/us; 7 + 5 indique 
la somme des deux nombres 7 et 5. 

— est le signe de la soustraction ; il se prononce moins: 7 — 5 
indique la diCférence entre les deux nombres 7 et 5. 

Alg. B. I»"** Partie. 1 
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2 NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

X est le signe de la multiplication; il se prononce multiplié 
par; 4X5 indique le prodoit des deux nombres 4 et 5. On in- 
dique aussi la multiplication par dn point; ainsi Ton écrit 4.5. 
On supprime souvent ces signes, lorsque les nombres sont repré- 
sentés par des lettres; et Ton se borne à indiquer là multipli- 
cation, en écrjvdht les facteurs riin ayjfès l'autre, ^àb au lieu 
deax5, où de a.b. Cette simplification ne peut être adoptée 
pour les facteurs numériques; car elle conduirait, par exemple, 
à représenter de la môme manière le nombre 54 et le produit 
5X4. 

: signifie di'Oisé par; 5 : 7 indique le quotient de la division 
du nombre 5 par le nombre 7. On indique aussi les divisions en 
écrivant le diviseur au-dessous du dividende, et en séparant les 

5 

deux termes par une barre horizontale ; - indique le quotient 

de la division de 5 par 7. 

Lorsque les divers facteurs d'un produit sont égaux entre eux, 
on se borne à écrire l'un deux, eh plaçant a droite et au-dessus 
de lui l'indication du nombre des facteurs égaux que Ton doit 
multiplier ; ainsi a* représenté a X ^, ôii le carré de d; a^ repré- 
sente a X^X a, ou le cube de à; a* représente le produit de m 
facteurs égaux à a, ou la puissance m** de a. Lé nombre des 
facteurs égaux reçoit le nom d'exposant. 

yj" indique la racine carrée ; yjl indique la racine carrée du 
homfcre 7. _0n indique les racines cubique, quatrième.... de a, 
par J/a, si a,,. En désignant par m un nombre entier quelconque, 
y a indique la racine m"" de a, c'est-à-dire le nôrhbre qui mul- 
(iplié {m — 1) fois par lui-même, reproduit a. 

= exprime Tégalité des expressions placées à droite et à 
gauche de ce signe ; a = 6 exprime Tégalité des deux nombres 
représentés par a et 6. 

> ^^ënoncQ plus grand que; a^b exprime qiie le nombre dé- 
signé par a est plus grand que le nombre désigné par b. 

< s'énonce plus petit que; a<ib exprime que le nombre dé- 
sigjné par a est plus petit que le nombre désigné par b. 

Lorsqu'on place une expression entre deux parenthèses, il 
faut regarder comme eflectuécs les opérations qui y sont indi- 
quées, et la parenthèse comme exprimant le nombre qui en ré- 
sulte. Ainsi l'expression là — (4 -f- 2— 1) indique l'excès de 1 9 sur 
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. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 3 

le nombre (4+2 — 1), c'est-à-dire sur 5. beméme Texpression 
(a + ft) {c — d) indique le produit de la somme des nombres re- 
présentés par a et 6 et de la différence des nombres représentés 
oarcetd. 

Lorsque, dans une question, certaines quantités ont été re- 
présentées par des lettres, on représente souvent des quantités 
analogues par \ei mêmes lettres, en leur donnant uii 6ù plu- 
sieurs accen/5, ou en les affectant de certains indices numériques. 

Ainsi on écrit a, a\ a", a**, . . . 

et Ton énonce a, a primera seconde, a tierce,.. .\ 

ou bien Ton écrit * a, fli, a^, a,,. ... 

et l'on énonce, a, a indicel^ a indice 1^ a indice 3.... 

Montrons maintenant, par quelques exemplt s, commentrem- 
ploi des lettres et des signes abrège et généralise les solu- 
tions. 

4. Emploi des signes comme moyen d'abréviation. — On 
propose de partager 540' entre trais persomies, de telle sorte que 
la part de la première surpasse la part de la seconde de 48', 
et que la part de la seconde mrpasse la part de la troisième 
de 75'. 

Le problème serait résolu, si Ton connaissait la troisième 
part. Or la seconde vaut la troisième augmentée de 75'. 

La première, valant la seconde augmentée de 48', vaut, 
par suite, la troisième augmentée de 75' et de 48', c'est-à-dire 
de 123'. 

Les trois parts valent donc, en somme, trois fois la troisième, 
')lus 75' et 123', c'est-à-dire plus 198'. 

Comme la somme à partager est 540', en retranchant 198' de 
540', ce qui donne 342', on obtient trois fois la troisième part. 

La troisième part est donc le tiers de 342', ou 114'. 

Par suite, la seconde, qui vaut 75' de plus, est égale 
à 189'. 

Et la première, qui vaut 48' de plus que la seconde, est égale 
à 237'. 

Gomme vérification, on remarque que la somme des trois 
nombres 237, 189 et 1 14 est bien égale à 540. 

Employons maintenant les signes, et représentons par une 
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4 NOTIONS PRÉLIMiNAIRES. 

lettre x la part de la troisième personne : nous formerons le ta- 
bleau suivant : 

Part de la troisième personne. x 

Part de la seconde a? + 75 

Part de la première a?-t-75-j-48, ou 0?+ 123 

Somme des trois parts.. x + x+7b-\-x+\23j ou 3a?+198 

On a donc Sa? -[-198 = 540. 

Si de ces deux quantités égales on retranche 198, les restes 
sont égaux, et Ton a 

307=540— 198, ou 3a? ^342. 

342 
Parsuite a?=---, ou a;=114. 

ô 

On voit aisément comment l'emploi des signes et de la lettre ar, 
pour représenter Tinconnue, abrège et facilite la solution du 
problème. 

6, Emploi des lettres comme moyen de généralisation. — La 
méthode que nous venons de donner ne nous fournit qu'un ré- 
sultat isolé. Rien, dans ce résultat, ne nous indique les opéra- 
tions à faire pour déduire des données la solution demandée :et 
si nous voulions résoudre le même problème, en changeant ces 
données, il nous faudrait recommencer le raisonnement et le 
calcul pour obtenir la solution nouvelle. Mais si l'on représente 
les données par des lellres, les calculs ne peuvent plus s'effectuer; 
- et le résultat obtenu fournit la mnrche à suivre pour résoudre 
numériquement tous les problèmes de même espèce. 

Reprenons, en effet, le problème précédent; et désignons parn 
le nombre à partager, par di Texcès de la première partie sur la 
seconde, et par d^ l'excès de la seconde sur la troisième. En ré- 
pOtant sur ces lettres les raisonnements du n<* 4, nous formerons 
le tableau suivant : 

Troisième partie x 

Seconde partie a?+ dt 

Première partie x+d^^-di 

Somme des trois parties 3a?+2rf2+^i. 



i 
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NOTIONS PAÉLIMINAIRES. 5 

Puisque, d'après Ténoncé, n est le nombre à partager, 

3x+2d2 + di = n. • 

Soustrayant di et arfa des deux membres, 

3a?=n — di — 2^2, 
et divisant par 3, 

x^ ^-%-''\ [1] 

Ce résultat nous apprend que, pour trouver la troisième part y il 
fautj du nombre à partager, soustrait e successivement la première 
différence et deux fois la seconde, puis diviser le reste par 3. 

On a ainsi une règle générale pour résoudre tous les problèmes 
de cette espèce, c'est-à-dire tous ceux dont l'énoncé ne variera 
que par la valeur numérique du nombre à partager et par les 
dilïérences successives de ses parties. 

G. Formules ALGÉBRIQUES. — Les expressions telles que [1] 
qui indiquent la série des opérations à effectuer pour résoudre 
une question, lorsque les nombres donnés sont représentés par 
des lettres, se nomment des formules. 

On dit quelquefois que l'algèbre est la science des formules. 

7, Utiliié des formules. — L'avantage qu'il y a à renfermer 
ainsi, dans une formule générale» un nombre infini de cas par- 
ticuliers, est une chose évidente en elle-même. Il n'est pas inu- 
tile cependant de le faire ressortir, dès à présent, par quelques 
exemples. 

En premier lieu, renoncé des théorèmes généraux se trouve 
considérablement abrégé, et, par là, plus facile à retenir. Ainsi, 
au lieu de dire : La somme de deux nombres est la même dans quel^ 
que o)dre quon les ajoute; le produit de deux facteurs ne change 
pas quand on les intervertit ; pour multiplier deux puissances d'un 
même nombre, il suffit d'ajouter les exposants; on écrira : 

a-\-b=b + ay ub = ba, a'"Xût'*=a"^*; 

et pour quiconque connaît la langue algébrique, les théorèmes 
sont tout aussi bien énoncés par ces formules que par les trois 
phrases écrites plus haut. 

En second heu, remploi des formules simplifie la démonstra- 
tion des théorèmes. En voici un exemple : 

fin mobile se meut d'un mouvement uniforme; sa vitesse, c'est-à^ 
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6 NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

dire V espace qu'il parcourt dans Vuniiè de temps, est v : quel sera 
V espace 'yi parcouru dans un temps t ? 

D'après la définition du mouvement uniforme, les espaces par- 
courus sont proportionnels aux temps ; on a donp : 

X t 

D'où Ton Conclut, en réduisant au même dénominateur, 

X=Vt'y [2] 

o'^st Jà la formule demandée. 
On en d^dqjt in^pédiatem^nt les deux nouvelles forpiijles ; 

. [3] «=p « = J [4] 

La formule [2] rend évidents les théorèmes suivants : 

Dans un mouvement uniforme, l'espace parcouru pendant un 
temp? donné est proportionnel à la vitesse,- pour upe vitesse 
donnée, il est proportionnel au temps ; et, pn général, il est 
égal au prqcluit du temps par la vitesse. 

De la formule [3] on déduit les théorèmes suivants : 

Dans un mouvement uniforme, la vitesse est proporlioi^nelle 
à l'espace parcouru pendant un temps donné ; elle est en raison 
inverse du temps employé à parcourir un espace donné ; et, en 
général, el}e est égale au rapport de l'espace parcouru au temps 
employé à le parcourir. 

Enfin on conclut de la formule [4] : 

Le temps employé à parcourir un espace donné est inverse- 
ment proportionnel à la vitesse ; lorsque la vitesse est donnée, 
le temps est proportionnel à l'espace à parcourir; et, en géné- 
ral, le temps est égal au rapport de l'espace parcouru à la vi- 
tesse du mobile. 

Chacun de ces théorèmes exigerait une démonstration spéciale 
plus ou moins développée, si on les abordait directement * ; les 
formules [2], [3], [4], les rendent évidents pour tous ceux qui 
connaissent la valeur des locutions, grandeurs proportionnelîçs 
et inversement proportionnelles. (Voir Y Arithmétique.), 



* Galilée, qui ne faisait pas usage de formules, y a conf^acré quatre pages. 
{Giornata terza, deMotu (rquahiii.) 
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Cftons un autre exemple. On démontre en géométrie les 
théorèmes suivants : 

1" Deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons : 
en d'autres termes, il existe, entre une circonférence G et 
son rayon R, un rapport constant 2w ; on a, par conséquent, la 
formule 

C = 37rR. ip] 

2<> Deux cercles sont entre eux comme les carrés de leurs 
rayons. 

3« Un cercle a pour mesure le produit de sa circonférence par 
la moitié de son rayon ; en d'autres termes, sa surface S est 

mesurée par le produit C X ^ » ^t l'o^i ^ 

S = Gx| = 27:Rx|=7rR^ [6] 

Or cette dernière formule rend évident le second des théorèmes 
énoncés, « la surface d'un cercle est proportionnelle ai| cari^ 
de son rayon. » On pourrait donc se dispenser d'en faire un 
théorème distinct des deux autres; et, surtout, on ne doit pas 
en donner une démonstration directe. 

Si l'on se bornait à énoncer les théorèmes, sans en réduire les 
. conséquences en^ormqles, cette dépendance des propositions 
pourrait rester inaperçue. 

8. Classification des formules. — On nomme expression ou 
quantité algébrique^ un ensemble de lettres et de nombres réunis 
par qijelques-uns des signes des opérations. Les expressions al- 
gébriques peuvent comprendre l'indication des six opérations : 
addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux 
puissances, extraction des racines. Ainsi 

13a»6(2c+d)v^ . 
a — ^b 

est une expression algébrique. 

Une expression est rationnelle, quand aucune extraction de 
racine n'y est indiquée. Des deux expressions 

la première est rationnelle, et la seconde irrationnelle. 
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8 KOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Une expression rationnelle, qui ne contient Tindication d'au- 
cune division est dite entière. Des'deux expressions 

la première est enlière et la seconde est fractionnaire. 

Une expression, qui ne contient aucune indication d'addition 

ou de soustraction, se nomme monôme. Par exemple, les exprès- 

3 
sions 13ûWc, - x^y, sont des monômes, 

On distiYigue dans un monôme le coefficient, les lettres et leurs 
exposants. Le coefficient est le facteur numérique qui précède 
l'expression : il porte sur la quantité tout enlière. Dans les 

exemples cilés, 13 et -sont des coefficients : ils indiquent que 

les quantités a'6*c, eix^y doivent être respectivement multipliées 

3 
par 13 et par r- L'exposant n'afifecte que la lettre au-dessus de 

laquelle il se trouve. Ainsi l'expression 13aVc est l'indication 
abrégée du produit 

aXaXaxbXb'Xb>CbXcXl3. 

Quand un monôme n'a pas de coefficient, quand une lettre n'a 
pas d'exposant, on doit les considérer comme ayant le coeffi- 
cient 1 ou Texposant 1. 

Lorsque plusieurs monômes sont réunis parles signes + ou — , 
l'expression est un polynôme, dont ils sont les termes. On consi- 
dère ordinairement, comme faisant partie d'un terme, le signe 
qui le précède. Ainsi, dans le polynôme 

Sar* — bax^ + Qc&c — 4a», 

les termes sont 8a?», — 5ax^ +6^-^^?, — 4a». 

Un terme qui n'a pas de signe est considéré comme ayant le 
signe +• Les termes affectés du signe + sont dits positifs; les 
termes précédés du signe -- sont dits négatifs. 

Un polynôme se nomme binôme, quand il a deux termes ; «n- 
nome, quand il en a trois, et ainsi de suite. 

On nomme degré d'un monôme entier, la somme des expo- 
sants des lettres <|ui y entienL Ainsi l'expression 7a*b^ç est un 
mononic du 6« dcgiv. 
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On dit qu*un polynôme entier est homogène^ lorsque tous ses 
termes sont du même degré : ce degré est le degré d'homogénéiié 
du polynôme. Ainsi l'expression 5a?* — 3a6a;*+4ac'a? — 2o*6o est 
un polynôme homogène du 4* degré. 

9. La valeur numérique d'une expression algébrique est 
le nombre que l'on obtient» quand on remplace les lettres 
qui y entrent par les valeurs qui leur sont attribuées, et qu'on 
effectue les opérations indiquées par les signes. Réduire une 
expression algébrique en nombre^ c'est trouver sa valeur numé- 
rique. 

Il suit de la déûnition précédente, que l'on peut regarder la 
valeur numérique d'un polynôme comme étant la différence 
entre la somme des valeurs numériques des termes qui sont 
précédés du signe -f- > et la somme des valeurs numériques des 
termes qui sont précédés du signe—. 

S'il arrivait que la seconde somme l'emportât sur la première, 
le polynôme n'aurait pas de signification. On verra bientôt com- 
ment on doit considérer de pareils résultats. 

10. Termes semblables : leur réduction. — On dit que des 
termes sont semblables dans un polynôme, lorsqu'ils sont com- 
posés des mêmes lettres, et que ces lettres sont affectées des 
mêmes exposants. Par exemple, -^-Iba^b^c, — 7a'6*c. Deux termes 
semblabU'S ne peuvent différer que par le coefflcient et par le 
signe. 

On peut toujours réduire des termes semblables en un seul. 
Eu effet, si l'on rencontre dans un polynôme deux termes sem- 
blables positifs, par exemple, +7a*6 + 9a*6, on peut les rem- 
placer par le terme unique -|- 16a^6. Si les deux termes sont 
négatifs, comme — la^b — 9a*6, on peut leur substituer le terme 
— 16a'6. S'jIs sont de signes contraires, comme -|-9a'6—7a*6, 
celte différence équivaut à -[- 2a*6. S'il s'agit de l'expression 
-f-7a'6 — 9a*6, il est évident qu'on peut la remplacer par le 
terme — ssa'6. 

Ainsi, pour réduire plusieurs termes semblables en v/n seulf 
on fait la somme des coefficients des termes précédés du signe -[-> 
puis la somme des coefficients des termes précédés du signe — ; 
on retranche ensuite la plus petite somme de la plus grande^ et 
ï on met devant le reste le signe d^ cette dernière somme. Enfin on 
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10 NOTIONS PUÉLIWJNAIRPS. 

fait suivre ce coefficient de la partie littérale commune à tous les 
termes. 
Par exemple le polynôme 

seréduilà , JOaW— 9a(?\ 
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LIVRE I. 

DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 



||. Expressions équivalantes. On çjjt que deux expres- 
sions algébriques sont équivalentes ^ Jorsqu'en y remplaçant cha- 
cune des lettres qu'elles renferment par une valeur parliculière, 
choisie arbitrairement, elles prennent des valeurs numériques 
toujours égales entre elles. Ainsi les deux expressions (a+6)* 
et à^-\-2ab + b^ sont équivalentes. 

12. Opérations algébriques. Puisque toute quantité algé- 
brique doit élre considérée comme un nombre, on définit les 
opérations algébriques de la même manière que celles qui portent 
le même nom pn arithmétique. Mais les opérations algébriques 
se faisant sur <le$ lettres, il est impossible de les exécuter jus- 
qu'au bout, et Ton doit se borner à les indiquer. 

Aussi le calcul algébrique consiste-t-il seulement à transformer 
une formule en une autre plus simple^ mais équivalente. 

Par exemple, qiian^ on sut^stitue a'' au produit a*Xa*, ou 
a 4-6 à l'expres^iqp s/a^-j-^ab-^-b^, on fait une opération algé- 
brique : qt l'on dit quelquefois que l'on effectue le produit de 
a^ par a', ou l'extraction de la racine carrée de l'expression 



CHAPITRE }. 

ADDITIOIV ET SOUSTRACTION ALGËBRIQUES. 

§ I. Addition et soustraction des monômes. 

^^. Règlî: p'addition pES monômes. Pour additionner des mo- 
nômes , on les écrit les uns à la suite des autres, en les séparant par 
le signe-\-. On foriï^e ainsi un polynôme qui est la somme cher- 
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12 LIVRE I. 

chée : s'il renferme des lerincs semblables, on a soin de les ré- 
duire en un seul (10). 

Exemple. La somme des monômes 4a , 35 , 5c, 2a, 6&, 8c, est 
4o + 3& + 5c + 2a+6& + 8c, 
et se réduit à 6o + 9& + 13c. 

14. Règle de soustraction des monômes. Pour soustraire 
d'un momme un autre monomey on écrit le second à la suite du 
premier^ en les séparant par le signe — . On forme ainsi un bi- 
nôme, qui est la différence demandée. Si les deux termes sont 
semblables, on les réduit en un seul. 

Exemple. La différence des monômes ^la et \'6b est 
V^Ta — \Jzb. 
Ce le des monômes Ba^h^c et ha^h^c est 

et se réduit à 3a*h^c. 

Ces deux opérations algébriques étant les plus simples de 
toulcs, on conçoit qu'il n'y a pas lieu de les simplifier. 

§ IL Addition et soustraction de3 polynômes. 

15. Principes pour l'addition et la soustraction des po- 
lynômes. L'addilion et la soustraction des polynômes n posent 
sur quelques principes que nous allons énoncer, et qui sont 
évidents pour la plupart. 

l" Une somme reste la mêmCy dans quelque ordre que Von ajoute 
SCS diverses parties, 

2° Un polynoms ne change pas de valeur numériquey quel que 
soit l'ordre dans lequel on écrive ses termes. 11 est égal, en effet, 
dans tous les cas, à l'excès de la somme de ceux qui sont pié- 
cédés du signe -|- sur la somme de ceux qui sont précédés du 
signe — (9). 

3® Pour ajouter à un nombre la somme de plusieurs autres^ U 
svffit de lui ajouter successivement chacun d'eux. 

4° Pour ajouter à un nombre la différence de deux autreSyil suffit 
de lui ajouter le premier y et de retrancher le second du résultat. 

5» Pour retrancher d'un nombre la somme de plusieurs autres^ il 
svffu d'en retrancher successivement chacun d'eux* 



Digitized 



by Google 



DU CALCUL ALGEBRIQUE. 13 

6® Pour retrancher d'un nombre a la différence (Id — c) de devx 
autres j il faut lui ajouter le second c, et retrancher le premier b du 
résultat. En effet, la différence entre deux nombres a et {h—c) 
ne change pas, lorsqu'on ajoute un même nombre c à ses deux 
termes. L'excès de a sur (p — c) est donc le même que celui de 
(a+c) sur b ; il est donc (a -f c — 5). 

Ces principes s'expriment par les formules suivantes : 

a+ b +c +CÎ =rf+c+6 + a; [l] 

a — b -^c — d = c+a-T-6 — d; [2] 

a+(5+c +d)=a+6+c+rf; [3] 

a4-(6— (;)=a +6— c; [4] 

a— (6+(;)=a — 6— c; [5] 

a— (6— c) = a +c— 6. [6]. 
Et ils conduisent aux règles suivantes : 

16. Règle d'addition des polynômes. Pour ajouter y h poly- 
nôme à un nombre^ il faut lui ajouter les term^es précédés du signe +, 
et retrancher du résultat les termes précédés du signe — . 

Soit, en effet, à ajouter au nombre P le polynôme 

a — b-^-c — d — e+A 

c'est-à-dire, à effectuer l'opération • 

P-}-(a_6-f(;— d— 6+/"). 

Le polynôme, en vertu du second principe (115), peut s'écrire : 

a-^-c + f—b—d—ey 
et, en vertu du cinquième principe, il est équivalent à 

{a+c+f)^{b+d+e). 
La somme demandée est donc : 

p+j(a+c+/)-(5+rf+e)|. 
Or, d'après le quatrième principe, cette somme équivaut à 

p + (a+c-f-n-(&+^+e), 
ou, d'après II» troisième et le cinquième, à 

C'est précisément ce qu'il fallait démontrer. 
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17. RÈGLE DE SOUSTRACTION DES POLYNOMES. Pour retrancher 
(tun nombre un polynôme, il faut ajouter à ce nombre les termes 
quif dans le polytiome, s&nt précédés du signe — , et retrancher les 
autres du résultat. 

Soit, en effet, à retrancher de P le polynôme 
a— 6 + c— d-^a+Z", 
c'est-à-dire, à effectuer l'opération 

p_(a — 6 + c— ei— 6+/-). 
Le polynôme, en vertu des principes deuxième et cinquième, 

est égal à 

{a+c+n-{b+d+e); 

la différence demandée est doH€ : 

^-\{a+c+f)--ib+d+e)\. 

Or, d'après les principes sixième, troisième et cinquième, 

?-^{ia+c+n^{b+d+e)]==f+(b+d+e)-{a+c+n 

c'est précisément ce qu'il fallait démohirer. 

18. Remarque. L'ordre, dans lequel on écrit les termes d'un 
polynôme, étant indifférent (princ. 2«), on peut énoncer les 
règles précédentes en disant : 

Pour ajouter à un nombre P un polynomje^ il faut écrire ses diffé- 
rents termes à la suite de P, en leur conservant leurs signes. 

Pour retrancher dun nombre P un pokjnome, il faut écrire ses 
différents termes à la suite de P, en changeant lé signe de cfiàctin 
d^eux. 

On devra d'ailleurs, s'il y a lieu, réduire les termes semblables 
dans le résultat. 

19. Exemples de ces deux opérations. Dans la pratique, lorsque les poly- 
nômes, sur lesquels on opère, renferment des termes semblables, on les dispose 
les uns au-dessous des autres, de manière que les termes semblables soient dans 
une même colonne verticale; et l'on fait alors à la fois Topération et la réduction. 

ExEMPLi^s. 1° Effectuer l'addition : 

(4x3 __ ^a'x — W — 4aaj^ + (U^x — 3«» + la^) -f (W — tax^ + 5a;»). 
On écrit, ea intervertissaat convenablement les termes : 
4a;* — kax^ - ba^x — W 

hx^ — hax^ + 9a3 

et Ton a : Gx^ — oaa:^ — 3a% 4- Sa». 
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2» Effectuer la soustraction : 

(7o'&— 8o2^î 4-5a< — 26*) — (*2a* — 4a63-h4a35-2b*). 

On écrit, en changeant les signes des termes du second polynôme : 

5a*4-7a35— 80252 -2b* 

— 2o< - kà'h + 4ab3 42M 



et l'on a : 3a* -f âft^^ — So^b» -f 4ab«. 

§ III. Énoncé plus simple des résultats précédents. 

20. Conventions qui introduise*'* Lés tibiiteRÊà Mcitips 
POUR SIMPLIFIER LES ÉNONCÉS. La forme de^ résultats précédents 
peut se simplifiera Taide d'une convention irès-utile en algèbre. 
Celte convention consiste à regarder tous les termes iani positifs 
que négatifs (8) d'un polynôme cornm^ ajoutés (e* uns auoç auires. 

ÀiQsi^ VimcànvieM de regardeiç la différmce à — J) comme résul- 
tant de r addition de a avec ( — b), 

a— 6=a+(— 5); [1) 

L'expression isolée ( — 6), qiie fori nommé un Mthhtëhêgâtify 
n'acquiert pour cela aucune signification; seulement on dit : 
ajouter ( — b), au lieu de dire : retrancher b. 

On convient de même que retrancher ( — b), signifie ajouter h, 

a— (— 6)=a+ft. [2] 

Il serait absurde de chercher à démontrer les formules [l] et 
[2] : les définitions ne se démontrent pas. Oh doit remarquer 
cependant, que la convention exprimée par la formule [2] est 
une conséquence toute naturelle de la première. En elîet, si 
Ton ajoute (-^b) à a, on obtient, d'après la premièi'è conven- 
flôî], rëxpréssion a— & : si ihaintetiarit on retranche ( — b) du 
fésultat, ou a, d'après la secohde convention, a — b-^b, ott sim- 
f léiù'èÏÏl a : tes deux opérations se détruisent, ce qui doit être. 
Mais si Ton ne faisait pas la seconde convention, il arriverait, 
qu'en ajoutant d'abord à un nombre a, puis en retranchant du 
résultat une même quantité (—6), on ne retrouverait pas le 
nombre a. Celte nouvelle convention est donc nécessaire, dès 
4ue Ton a sldopté la première. 

2f . RÉGLÉ G^NËRiti tfÀDÙiTioN . Ces dcux convcntious per- 
mettent de réduire la règle d'addition à Ténoncé suivant : 
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Pour ajouter deux polynômes^ il faut ajouter au premier tous 
les termes du second, quels que soient leurs signes. 
Soient, en eflfet, les deux polynômes : 

a — 6 + c, m — w+p — g; 
leur somme est (18) : 

a — 5+c+m — w+p — q; 
ce qui équivaut, d'après nos conventions, à 

a— ft+c+m + (— n)+p+(— ç); 
résultat conforme à l'énoncée 

22. Règle générale de soustraction. Les mêmes convrn- 
tions permettent de réduire la règle de soustraction à Ténoneô 
suivant : 

Pour retrancher un polynôme d'une quantité quelconque A, il 
faut en retrancher successivement ses différents termes, quels que 
soient leurs signes. 

Soit, en effet, à retrancher de A Te polynôme m — n— p+ç ; 
on a vu (18) que la différence est : 

A— m+n + P — q\ 
et co résultat, d'après nos conventions, équivaut à 

A— m— (—n)— (—;))— g; 
ce qui est conforme à l'énoncé. 

25. Remarque. L'introduclion des nombres négatifs permet 
d'énoncer, avec plus de concision, des résultats auxquels cette 
forme nouvelle n'ajoule absolument rien. Nous verrons que tel 
est toujours, en algèbre, le but de leur introduction*. 

24. Autre convention. Si Ton considère une différence (a — 6), 
et que l'on suppose b plus grand que a, l'opération est impos- 
sible; on convient alors de regarder V expression (a— b) comme re- 
présentant un nombre négatif égal à Vexcès de b sur a. 

a-6=— (6— a); [3] 



* Les explications qui précèdent sont absolument indispensables; elles n'ont 
rien de commun avec l'emploi des nombres négatifs pour représenter les gran- 
deurs; nous ne parlerons de cette autre théorie qu'à roccasion des problèmes 
du premier degré. 
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Cette convention est toute naturelle; et, en ne la faisane pas, on 
détruirait l'analogie complète qui existe entre les opérations 
relatives aux nombres négatifs et positifs. Désignons, eu effet, 
par d l'excès de 6 sur a : 

a^b=:a — (a + rf); 

si donc on applique la règle de soustraction (22), on aura : 

a—b=a — (a+rf) = a— a— d= — rf=— (6 — a). 

Nous prouvons ainsi, qu'il est naturel de faire la convention 
en question; mais nous ne démontrons pas la formule [3]. Notre 
raisonnement, en effet, est fondé sur l'application d'une règle 
de soustraction (22), qui, jusqu'ici, n'a de sens que pour des 
soustractions possibles. Il est naturc^l et commode de l'étendre 
à tous les cas ; mais cela n'en est pas moins arbitraire. 

2S. GÉNÉRALISATION DE QUELQUES RÉSULTATS. La COnVCntiOU 

que nous venons de faire permet de généraliser des résultats 
que Ton devrait, sans cela, énoncer avec restriction; on a, par 
exemple (IS, 4<») : 

c-\'{a — 6) = (?+a— 6. 

Cette formule est évidente, lorsque a est plus grand que b. 
Notre convention la rend vraie dans tous les cas ; car si a est 
moindre que 6, on a [24] : 

(a--6)=-(6^a); 

et par suite; en appliquant successivement la première conven- 
tion du n^ 20, et le sixième principe du n"" 15, 

(?-[-(»— &)=c — (6— a)=(?-|-^"-* 

De même la formule, 

c — (a— 6)=6-|-(c--a), 

devient vraie, par suite de nos conventions, lors môme que c est 
moindre que a. Car, en vertu Se la convention (24), 

a — 6= — (6 — a). 

Donc, en appliquant la 2« convention du n° 20, puis les prin- 
cipes (18, 40 et 2*»),* 

c — (a— 6) = c+(6 — a)=zc-\-b — a=6 + c — a, 
Alo. B. l'-e Partie. 2 
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D'un autre côté, d'après les mêmes conventions, o étant plus 

petit que a, 

6+(c— a)=6— (a--(?) = 6+c-— a; 

donc c—{a—b)=^b+{c—a). 

Si Ton représente une quantité négative isolée par une lettre m^ 
les formules d'addition et de soustraction subsistent: 

A + (— m)=A— m. A— (— m)=A+m. 

Car si l'on pose m= — n, n étant positif, on a : 

A— m=A — (— -n)=:A+n=rA+(— m), 

et A+m=A+(— n)=A— n=:A— (— m); 

ce qui démontre les deux formules. 

* 26. Remarque. Dans les questions d'algèbre, les valeurs nu- 
mériques- des lettres ne sont jamais fixées d'avance; et lors- 
qu'on a à faire une opération algébrique, on ne sait pas si la 
mise en nombres ultérieure n'amènera pas des résultats aux- 
quels ne sauraient s'appliquer les formules démontrées pour 
certains cas. Il est donc fort important que les formules s'ap- 
pliquent à tous les cas possibles; et l'on comprend, d'après cela, 
quelle est la grande utilité des .conventions relatives aux nom- 
bres négatifs. 

EXERCICES. 

. I 1 ^ 1 

I. A B 

Deux courriers M et N parcourent la ligne OB. Au départ, ils sont situés, Tun 
en A et l'autre en B, à des distances a et b du point ; ils s'éloignent avec des 
vitesses v et u', dans le sens OB. Trouver des formules pour exprimer , après 
le temps t, la distance x des deux courriers, et la distance y du point G au 
milieu de la droite qui les joint. 

On trouve : a?=6'— a + (M'— tj)t, ou a?= a — b'+ (v —«')«, 

selon que N est en avant ou en arrière de M; 

puis y=_JL-.+ _3_e. 

II. Trois vases contiennent des mélanges d'eau et de vin : le premier^ a litres 
d*eau, b litres de vin; le deuxième, a' litres d'eau,. 5' litres de vin; le troisième, 
o" litres d'eau, h*' litres de vin. On prend la moitié du liquide contenu dans le 
premier vase, et on le verse dans le deuxième ; puis le tiers du liquide qui se 
trouve alors contenu dans celui-ci, et on le verse dans le troisième. Trouver les 
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formules qui indiquent la quantité d'eau et celle de ttn bôntenues dans chaque 
vase après ces opérations. 
On trouve : ^ £au. Vin. 

V «se ^, '^ 

3- vase Ê2!±^«, ' ^Jl±^, 

IIL Deux vases A et A', dont les capacités sont v et if, nont (pleins, ran d'eaU, 
l'autre de yin. A l'aide de deux mesures de même capacité^ on extrait de chacun 
d'eux un même volume u de liquide ; et Ton verse dans A ce qui a été pris 
dans A', et réciproquement. On recommence trois fois cette opération. Trouver 
les formules qui expriment les quantités de vin et d'eau contenues dans chacun 
des vases. 

On trouve : pour le vase A, 

quantité d'eau = {^^ + ï^ j "^T + [-^ + "IT j^ ' 

quanUtedevm = (-^+ -^j-^' +(^-^jp— + -j^; 
et pour le vase A', 

quantité d'eau = ^-^ +-5- j -^7"^+ {^T-'^'ph 

quantité de viû = ^i--jr-^+ -j-jr- +(-^ + --i^j-. 



CHAPITRE IL 

MULTIPLICATION ALOÉUlUOÛfi* 

187. La multiplication algébrique comprend trois cas : !• mul- 
iiplicatioii d'un monôme par un monôme ; 2* multiplication 
d'un polynôme par un monôme, et vice versa ) 8* multiplication 
d'un polynôme par un polynôme. 

§ I. Multiplication des monômes. 
28. RÈGLE DE MULTIPLICATION DES MONOMES. Lc prodùit de 

deux monômes M et N est le monôme HN. 
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Lorsque les deux monômes sont entiers, qu'ils ont des coeffi- 
cients et qu'ils renferment certaines lettres communes, ce ré- 
sultat peut se simplifier, et se nomme alors le produit effectué 
des deux monômes. La simplification repose sur les deux prin- 
cipes suivants, que l'on démontre en arithmétique : 

1*» Le produit de plusieurs facteurs est indépendant de l'ordre 
des opérations. 

2* Pour multiplier un produit de plusieurs facteurs par nn 
autre produit de plusieurs facteurs^il suffit d*effcctuer le produit 
de tous les facteurs. 

Gela posé, soient M=5a*6*c, N=7aVd^. 

En vertu du second principe, 

}/l=aaaabbbcXby ^=aaaaacccddx7y 

^i par suite, MN=aaaa^66cX 5 X aaaaacccdd x 7 ; 
ou, en vertu du premier principe, 

M^^zaaaaaaaaabbbccccddXbXl. 

Appliquant de nouveau le second principe, 

MN = a«6Vc?*X35, 

ou plus simplement, MN=35a*tV(l*. 

La méthode est générale, et conduit à la règle suivante : 
Pour faire le produit de deux monômes entiers, !• on fait le pro- 
duit de leurs coefficients; 2° on écrit à la suite , une fois chacune, les 
lettres que renferment les facteurs; 3* on donne à chaque lettre un 
exposant égal à la somme de ceux dont cette lettre est affectée dans 
chaque facteur. Si une lettre n'entre que dans Vun des facteurs^ on 
la met au produit avec son exposant. 

29. Produit de plusieurs monômes. Ce qui précède suflil 
pour faire la multiplication d'un nombre quelconque de mo- 
nômes. On multipliera, en effet, le premier par le second, puis 
le produit qui est un monôme par le troisième, puis le nouveau 
produit par le quatrième, et ainsi de suite. Ainsi : 

Ta'ô^e X 5a*6c« X 8a*c'*d^ X 2arfe = hmaWd'dH^. 

Par suite, la puissance m^'d'un monôme s'obtient en formant 
la puissance m"** du coefficient, et en multipliant par m tous les 
exposants. Ainsi : 

(5a'6«c)*"=5«»a*'"6»*''c"'. 
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§ II. Multiplication d'un polynôme par un monôme. 

30. RiGLE DE ifULTiPLiCATiON. Soit à multiplier le poiynome 

par le monôme m (a, b, c, d, sont des monômes quelconques). 
Nous distinguons plusieurs cas« pour plus de clarté. 

P m est entier. L'opération revient alors à faire Taddition de 
m polynômes égaux à P : 

Pm=(a— 6+c— d)+(a — 6+c— d)+(a— 6-fc— d)+...; 

mais, d'après la règle d'addition (21), cette formule équivaut à 

Pm=am — hm'\'Cm — dm. 

Ainsi chaque terme du multiplicande est multiplié par le multi- 
plicateur, et conserve son signe. 

S*» m est fractionnaire de la forme -(p étant entier). L'opéra- 
tion revient alors, comme on le sait, à prendre la p**' partie du 
multiplicande; et le résultat est : 

Tk a b , c d, 

Pm= ; 

P P P P 

car c'est bien là l'expression qui, multipliée par p, a après la 
règle (1«), reproduit le multiplicande(a— 6+c— d). 
D'ailleurs cette formule peut s'écrire : 

Pm=aX~&xJ+cX~dX^' 
P P P P 

ou Pm=aw — 6m-f-<?w — dm, 

comme dans le premier cas. 

5* m est fractionnaire de la forme ?. Pour effectuer le pro- 

duit, il faut, dans ce cas, répéter p fois la ^** partie du multipli- 
cande. Or, d'après le second cas, le multiplicande divisé par q 
devient : 
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et le produit de ce résultat par p est : 

q Q Q 

car multiplier par )) la ^"^ partie d'un nombre, c'est multiplier 
ce nombre par-. Donc, dans ce cas, le produit est encore : 

Pin= am — bm-^-cm — dm. 

Ainsi, dans tous les cas, pour multiplier un polynôme par un 
monôme^ on multiplie séparément par le monôme chaque terme du 
polynôme^ en lui conservant le signe qu'il avait primitivement. 

Comme on peut intervertir Tordre des facteurs, qui représen- 
tent toujours des nombres (28), la même règle permettra de 
multiplier un moilome par un polynôme. Ainsi les produits 
(3a*ô — 5a» 6* + 6a&c»— 4&»c) X ^ab\ 
bab^ X (3a*6— 5a«6» + 6abc' — 46«c), 
sont équivalents à 15a"6'— 25a*6*+30a'6V— 20a6*c. 

51. Mettre un monôme en facteur. La formule que nous vê- 
lions de démontrer, 

(a — 6-}-c — d)m=am — bm-^-cm-^dm 
prouve que, si les termes d'un polynôme {am-^bm-{-cm'-'dm) 
renferment un facteur commun m, on peut le supprimer dans 
chacun d'eux, ce qui donne l'expression {a—b-^-c—d)^ et 
multiplier le résultat parw, c'est-à-dire écrire {a — b + c—d)m. 
C'est ce qu'on appelle mettre un monôme en facteur. Ainsi les 
termes du polynôme 12aV—8aV + 16aV contiennent 4aV 
comme facteur commun. On peut donc écrire 

12aV— 8a»a;*-f 16aV=(3flur'— 2a»-{-4a?*) X 4aV. 
S III. Multiplication d'un polynôme par un polynôme. 

52. Cas OU les deux polynômes ne contiennent que des 
TERMES SÉPARÉS PAR LE SIGNE -f-. Soit à multiplier le polynôme 
P=:a+6+c par le polynôme Q=p+^+r;a, 6, c, p^ q, r dé- 
signant des nombres quelconques, qui peuycnt eux-mêmes être 
représentés par des expressions algébriques plus ou moins com- 
pliquées. On a, d'après la règle du n*» 50 : 

PQ=P(p+g+r)=Pp-fP^+Pr, 
ou fQ = {a+b+c)p'ï-{a+b+c)q+(a + b + c)r. 
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Appliquant encore la règle (30) à chacun des produits, on a : 

résultat qu'on peut énoncer ain»i : 

Le produit de deux polynômes, dont les termes sont positifs, est tin 
polynôme égal à la somme des produits qu'on obtient en multipliant 
tous les termes du premier par chacun des termes du second. 

33. Cas ou les deux polynômes contiennent des termes 
PRÉCÉDÉS DU SIGNE — . On peut toujours former un groupe de 
l'ensemble des termes qui, dans le multiplicande, sont précédés 
du signe +, et un autre groupe de l'ensemble des termes qui 
sont précédés du signe — (iS, 2*»). Nommons ces deux groupes 
A et B. Désignons par G et D les sommes analogues dans le mu 
tiplicateur. Les deux facteurs sont alors : 

P = A— B, Q = C— D. 
On a, en appliquant la règle (30) : 

PQ = P(C— D)=:PC— PD = (A — B)C — (A— B)D. 
Appliquant la même règle à chacun des produits partiels, on a : 

PQ = (AG — BC) — (AD — BD), 
ou, d'après la règle de soustraction des polynômes (22), 
PQ = AG--BG— AD + BD. 

D'ailleurs AG, BG, AD, BD, sont des produits de polynômes à 
termes positifs : on les effectuera d'après la règle du n<» 32 ; puis 
on fera les additions et les soustractions indiquées par les signes 
On obtiendra ainsi un polynôme unique, qui sera le produit, 
demandé. Le produit de deux polynômes peut donc toujours 
être remplacé par un polynôme unique, que Ton nomme sou 
vent leur produit effectua. 

54. Règle de multiplication de deux polynômes. Si Ton exa- 
mine comment le produit PQ est composé avec les termes qui 
entrent dans les deux facteurs, on remarque d'abord qu'il con- 
tient les produits de chacun des termes du multiplicande par 
chacun des termes du multiplicateur. Quant aux signes qu'il 
faut donner à chaque terme du produit, on voit que tous les 
termes du produit partiel AG ont le signe +» et qu'ils sont four- 
nis par des termes qui ont le signe + dans les deux facteurs ; 
que, de même, tous les termes du produit BD ont le signe -}-, 
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mais qu'ils sont fournis par aes termes qui ont le signe — aans 
les deux facteurs ; qu'au contraire^ les termes des deux produits 
BC et AD sont précédés du signe —, et qu'ils sont fournis par 
des termes qui ont des signes différents dans les deux facteurs. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour multiplier un polynôme par un autre^ on muUiplie chacun 
des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplica- 
teur; on affecte du signe -\' chacun des termes qui, dans le produit^ 
proviennent de la multiplication de deux termes affectés tous deux du 
signe +, ou tous deux du signe — ; et Von affecte du signe — chacun 
de ceux qui proviennent de la multiplication de deux termes affectés 
de signes différents. Puis on opère, s'il y a lieu, la réduction des 
termes semblables. 

Cette règle des signes se traduit par le tableau suivant : 

— aX + ^= — «^, 
+ax — ft = — aft, 
•— oX— 6 = + a6. 

55. Manière plus simple d'énoncer les résultats précé- 
dents. L*énoncé de la règle précédente se simpliGe, si Ton consi- 
dère, ainsi que nous l'avons déjà fait (20), les termes qui sont pré- 
cédés du signe — , comme des nombres négatifs ajoutés aux termes 
précédents, et si Ton adopte, en outre, les définitions suivantes : 

Le produit d'un nombre négatif (— a) par un nombre positif 
b, est— {eiXh). 

(-fl)(6) = -(ax6). [1] 

Le produit de deux nombres négatifs ( — a) et ( — b) est a X b. 

{—a){-b)=ab. [2] . 

D'après ces conventions, la règle de multiplication peut s'énon- 
cer en disant : Uproduit de deux polynômes s' obtient, en multipliant 
chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du mul- 
tiplicateur, et en ajoutant les résultats obtenus. 

En effet, soit, pai exemple, à multiplier {a -b) par (c—d); 
le produit est (34) : 

ac — bc^ad-^bd, 

ou, d'après nos conventions, 

ac+(^b)c+{-^d)a+{-^b){-^d); 
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ce qui est bien la somme des produits obtenus en multipliant 
chacun des termes a et ^^ du multiplicande par chacun des 
termes cet — c? du multiplicateur. 

36. Remarque I. Il n'y a pas lieu ie chercher à démontrer 
les formules 

[1] (-a) (6) =-aft, (-a)(-6) = a6; [2] 

elles expriment des définitions. Ces définitions permettent de ren- 
fermer sous un seul énoncé les différents cas quHl fallait distinguer 
dans la règle de multiplication des polynômes. 

37. REMARQtJE IL On a vu (35), que 

PQ, ou (A— B) (C— D)=AC-BC-AD+BD. [3] 

La démonstration supposait que A et C étaient respectivement 
plus grands que B et D ; les conventions, que nous venons de 
faire, rendent cette formule vraie, dans tous les cas. 

Supposons, en effet, que Tun des facteurs soit négatif; que 
l'on ait, par exemple : 

A<B, C>D. 

A— B étant négatif et égal (24) à— (B— A), on a, d'après la 
première convention (55) : 

PQ, ou (A— B) (C— D)=— (B— A) (C-D). 

Effectuant le produit d'après la règle (54), on a : 

PQ=— (BG-AC— BD+AD), 

ou, d'après la convention du n'» 24 : 

PQ=-.BG+AC+BD— AD ; 

ce qui coïncide, à Tordre des termes près, avec la for- 
mule [3]. 

Supposons, en second lieu, que les deux différences A— B et 
C — D soient négatives; leur produit sera (5i>) le même que si 
elles étaient prises positivement, et l'on aura : 

PQ,ou(A— B)(G— D) = (B-A)(D-C)=BD— AD— BC + AG; 
ce qui est encore conforme à la formule [3]. 

58. Remarque 111. Nous représenterons dorénavant un poly- 
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nome quelconque, quels que soient les signes de ses teraieSy par 
une expression de la forme 

^j b^ ^'f P> Qi V désignant des nombres positifs ou négatifs. 
Par exemple, la formule 

(a+6)» = a» + 2a&+ôN 

qui résulte immédiatement de la règle de multiplication, est 
vraie, par cela môme, quels que soient les signes des quantités 
désignées par a et b. On peut donc supposer que b y représente 
un nombre négatif (—6'). Cette formule devient alors: 

{a—by = a> + 2a (~ 6') + (- ^Yf 
ou, en appliquant les conventions (35), 

(a— 6')'=^»— 2a6' + 6\ 

Les formules qui donnent le carré d'une somme et celui d'une 
différence se trouvent ainsi ramenées à une seule. 
De même la formule 

que l'on obtient en multipliant les deux membres de la précé- 
dente par (a +6), devient, dans les mêmes circonstances, 

(a — by = a» — 3a^fe' + 3a6'* — 6" ; 

de sorte que les formules qui donnent le cube d'une somme et 
celui d'une différence sont aussi ramenées à une seule. 

39. Remarque IV. Les formules 

[1] (^a)b=-ab, {^o){^b)^ab, [2] 

expriment des conventions faites en supposant que a et 6 sont 
des nombres positifs ; mais il est facile de voir que, par suite 
des mômes conventions, ces formules ne cessent pas d'avoir 
lieu, lors môme que aeib désignent des nombres négatifs. 

La première formule peut, en effet, s'énoncer de la manière 
suivante: 

Si, dans un produit, on change le signe de Vv/n des fadeurs^ le 
produit change de signe sans changer de valeur. 
. Et la seconde formule peut s'énoncer en disant : 

Si, dans un produit, on change les signes des deux facteurs, le 
produit ne change ni de signe ni dé valeur. 
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Or, nos conventions r^ndept ces deux propositions éviden-^ 
tes. Car considérons un produit ab de deux facteurs quelcon- 
ques; si ces deux facteurs sont de même signe, leur produit 
est positif (55); en changeant le signe de l'un d'eux, ils de- 
viennent de signes différents, et leur produit est négatif. C'est 
l'inverse, si les deux facteurs primitifs sont de signes con- 
traires. 

40. Remarque V. Lorsque, dans un produit de plusieurs 
facteurs f quelques-uns sont négatifs, le produit se définit 
comme en arithmétique : c'est le résultat obtenu en multi- 
pliant le premier facteur par le second, puis le produit efTectué 
par le troisième fecteur, puis le résultat par le quatrième, et 
ainsi de suite. 

Il suit de là, que le produit aura mime valeur absolue que si tous 
les facteurs étaient regardés comme positifs. Il sera précédé du 
signe -{-f si le nombre des facteurs négatifs est pair^ et du signe — , 
si ce nombre est impair. 

Pour le démontrer, remarquons que l'on peut toujours intro- 
duire + 1 comme premier facteur. Dans les multiplications suc- 
cessives que l'on aura à effectuer pour former le produit, le signe 
qui, d'après cela, est d'abord -}-> changera autant de fois qu'il 
y a de facteurs négatifs; et comme deux changements consé- 
cutifs ramènent le signe -|- , il est évident que le signe sera 
+ si le nombre des changements est pair, et — dans le cas 
contraire. 

Il résulte évidemment de ce qui précède, que les puissances 
paires d'un nombre négatif sont positives, et que les puissances 
impaires sont négatives. 

41. Définition de la division, quand le dividende et le 
DiviSEUH ne sont pas TOUS DEUX POSITIFS, Si l'on nomme quo^- 
tient de deux nombres A et B, un troisième nombre qui, mul- 
tiplié par le diviseur B, reproduit le dividende A, il résulte des 
conventions précédentes, que la valeur absolue du quotient de deux 
nombres ne dépend pas de leurs signes, et que ce quotient est positif 
si le dividende et le diviseur ont le même signe, et négatif dans le 
cas contraire. 

Ea effet, si le dividende est positif, le quotient doit avoir le 
même signe que le diviseur ; et si 1q dividende e$t négatif, le 
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quotient doit avoir un signe contraire à celui du diviseur (54). 
Cette règk des signes est consignée dans le tableau suivant : 

— a:— fr = + j. 

42. MULTIPUCATION D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE POLYNOMES. 

Pour faire le produit d'un nombre quelconque de polynômes, il faut 
(Tabord multiplier le premier par le second^ puis le résultai par le 
troisième, et ainsi de suite. Le produit effectué de deux polynômes 
étant toujours un polynôme, il suffira, quel que soit le nombre 
des facteurs, de savoir multiplier deux polynômes l'un par 
l'autre (34). 

Soient Pi, Pt, P„ P»4es différents polynômes dont on veut 
former le produit; en multipliant Pi par P,, on obtiendra un 
produit Qi, dont les termes sont (58) les produits de tous les 
termes de Pi par tous ceux de P,; on multipliera Qt par P,, et 
on obtiendra un produit Os, qui sera la somme des produits de 
tous les termes de Oi par tous ceux de Ps, c'est-à-dire la somme 
de tous les produits de trois facteurs obtenus, en prenant un 
facteur parmi les termes de Pi, un parmi les termes de P,, et un 
enfin parmi les termes dePt. On multipliera ensuite Oi parP*. 
Le résultat Os de cette multiplication sera la somme des pro- 
duits des termes de Q, par ceux de P*, c'est-à-dire la somme de 
tous les produits de quatre facteurs pris respectivement dans 
les polynômes Pi, P,, P$> P*. Ou pourra continuer indéfini- 
ment le raisonnement; et Ton verra que le produit des polynômes 
Pi, P«, P»».-. Pn, est la somme de tous les produits de n facteurs 
formés avec un terme de Pi, un terme de Pj, un terme del?i,...et 
un terme de Pn. 

$ IV. Produit des polynômes ordonnés. 

45. Ce QUE C'EST qu'ordonner un POLYNOME. Ordonner VU 
polynôme par rapport à une lettre^ c'est disposer ses termes dans 
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un ordre tel, qu'en les considérant depuis le premier jusqu'au^ 
dernier, les exposants de celte lettre aillent tous en diminuant, 
ou tous en augmentant. Ainsi 

8a?»+3a^+2a?»— a?«— 1 la?+ 1 

est un polynôme ordonné par rapport aux puissances décrois^ 
santés de la lettre rr ; et le polynôme 

5a*— 3a»6— 6a6»+4ft* 

est ordonné par rapport aux puissances croissantes de la lettre 6, 
et aussi par rapport aux puissances décroissantes de la lettre a. 

Un polynôme est complet, lorsqu'il contient la lettre ordonna- 
trice à tous les degrés, à partir du degré le plus élevé. Le pre- 
mier des deux polynômes précédents est complet ; le second est 
incomplet, car le terme en a'6* manque. Un polynôme complet 
renferme autant de termes, plus un, qu'il y a d'unités dans l'ex- 
posant de la lettre ordonnatrice : car il contient un terme indé- 
pendant de la lettre ordonnatrice, ou de degré zéro. 

Lorsque plusieurs termes du polynôme contiennent la lettre 
ordonnatrice avec le même exposant, on réunit tous ces termes 
en un seul, en mettant en facteur (31) la puissance de cette lettre; 
et Ton regarde le multiplicateur polynôme que Ton obtient ainsi, 
comme le coeflicient de cette puissance. On place d'ailleurs ce 
coefficient dans une parenthèse, ou bien on le dispose en colonne 
verticale à gauche de la puissance. 



Exemple. Le polynôme 






a^3fi—2abx^-\-b^x^ + 2a%< — kh^x* — d*x^ - a^h^^ + b*x^ + U^b^x^ - 'lab^x» 


s'écrira 


(a-'-2ob-i-l>')a^ + 

ou bien 

a* 

— 2ab 

+ b^ 


(2a3-W 
«*+2a» 


)x*-'{a*-\- 
x*^a* 
-\-b* . 


a»b« — b*) X* + (3a>b3 _ 2ab*)(^, 

x^ + Za'b^ x^ 
— 2o5« 


La barre verticale s^ 
ordonnatrice. 


^pare ainsi 


de son coef 


ficient chaque puissance de la lettre 



44. Exemples de multiplications ordonnées. Dans la pra- 
tique, on ordonne les deux facteurs par rapporta la même lettre, 
s'ils ont une lettre commune; et Ton place le multiplicateur sous 
le multiplicande, comme en arithmétique. Les produits partiels 
du multiplicande par chaque terme du multiplicateur sont alors 
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«ordonnés par rapport à la même lettre; et Ton peut facilement 
placer les termes semblables les uns sous les autres, et en opérer 
ensuite la réduction. 

Exemple I. Les deux polynômes sont complets. 
Multiplicande.... 3**— 5a«»— 4a'a;»-|- 7a»af — 2«« 
Multiplicateur.... 2a;'— bax^— da'x + ka^ 

Produits / 2x^ gajî — lOax»— Sa'** + Ua'a^ — 4a<a^ 

du ) — bax^ — 1 baafi + 2Sa^x^ + 20a^x^ — 3ba*x^ + 1 Oa&aj» 
mttltipUo*«j— 3a'i» ^ — 9o»JJ»4-15a»ic< + 12a*a!>— 21o*afa+ ^cfix 

par \ + 4a» * +12a'aj*— 20a«aj»— 16rt^a?4-28a6a; — 8a' 

Produit simplifié. 6a;'— 26a««4- 8a'a;* + 61a'a;* — 47a*a?» — 27a*«2 + 34a«a;— 8a' 

Exemple II. Les polynômes sont incomplets. On laisse des intervalles tî des, 
pour pouvoir placer les termes semblables les uns sous les autres. 

Multiplicande .... 5d*— 3a<b— 2a'b3+&* 
Multiplicateur.. . . 3a»— 5o6*+2b» 

produits l 3a».. 15a»— 9a'b — 6a»5» -f- Sa^b» 

muUiplicd-1— 5a&» -25rt«b»4-15a*b» +10a»5» — 5a6' 

par (+2b». +10a^6»-6a<b* ^ka^h* -f-2b« 

Produit simpUflé. 15a«— 9a'b— 25a«b'+19a»b»— 6a*b'+l3a»b»— 4a»6«-5ab'+2b 
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ElEMVhR III. Les polynômes ont des coefficients polynômes. 
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Multiplicande. 



Multiplicateur. 



— 2ab 
+&* 
a 
-b 



— ob 

— b» 



-a'b' 

» — a* 
+b» 



a;+3a'b» 
-2ab< 



(ooj» \—2a^h 

l+ab^ 
— a>b 
4-2ab» 
-b' 

) 



i — ba?^ 



^— obof. 



•a 
2 



-b»a?. 



—a». 



[b\ 



a;* + 2a< 


»< — a* 


«» + 3a3b» 


x^ 


-4ab3 


'-a^b» 
+ ob* 


-2a'b< 




-2aab 


+ a*b 


— 3a'b* 




+4b< 


+ 0^53 
-b* 


+2ab'» 




+ a< 


+ 2a* 


— a« 


+ 3a<b3 


— 2a3b 


— 4a'ba 


.— a<b» 


— 2a3b« 


+ a2b» 




+ a'^b* 




— o'b 


-2a<b 


-i-a^b 


~3a»b« 


H-2a»b» 


+4ab* 


^a^b' 


+2a^* 


— ab3 




-ob^^ 




-a^b» 


— 2a^b^ 


+ a*b^ 


-3a»b» 


+ 2ab» 


+ 4b* 


-\-a'b^ 


+ 2ab« 


— b« 




-b» 






—a* 


-2a« 


+ a' 




+ 2a<b 


+ 4a»b3 


+ a>b' 




— a^b^ 




— a^b* 




+ a'b^ 


+ 2a3b8 


— a*b3 




-2ab« 


-4b« 


— a'b* 




+ b* 




+ b' 



-3a*b» 
+ 2a<b* 

+ 3a2b« 
— 2ab' 



a« 


a;5+3a< 


»* + a«b 


a53-3a« 


a^+a"* 


-3a2b 


— 5a3b 


-4a352 


■^a^b 


+ o*b' 


+ 3ab» 


+ 2a'b» 


-2a2ba 


+I0a^b^ 


+ 2a*ba 


— b» 


— 3ab3 


+ 3a64 


-3a»b* 


— 6a»b* 




+ 3b* 


+ 4b* 


+ ob* 
-5b« 


-2a»b* 
+ 2ab« 
+ b' 



« — 3a*b3 
+ 2a<b< 

-2ab' 



Produit 

total 
simplifié 



On Toit que, dans ce cas, l'opération est plus longue, mais la règle est tou- 
jours la même : on multiplie toujours tous les termes du multiplicande par tous 
ceux du multiplicateur, et l'on opère la réduction des termes semblables. 

§ V. Théorèmes et applications. 

* 45. Nombre minimum des termes du produit. Lorsque Ton 
multiplie un polynôme par un autre, on vient de voir que le 
produit peut renfermer des termes semblables, qui se réduisent 
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les uns avec les autres. Mais il existe dans chaque produit deux 
termes au moins qui ne se réduisent avec aucun autre. Ce sont, 
lorsque les polynômes sont ordonnés par rapport aux puissances 
décroissantes d'une même lettre, le produit du premier terme 
du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, et 
celui du dernier terme du multiplicande par le dernier terme du 
multiplicateur. 

En effet, un terme quelconque du produit est le produit d'un 
terme du multiplicande par un terme du multiplicateur, et l'ex- 
posant de la lettre ordonnatrice dans ce terme est la somme des 
exposants dont cette lettre est affectée dans les deux facteurs. 
Par conséquent, dans le produit du premier terme du multipli- 
cande et du premier terme du multiplicateur, l'exposant de la 
lettre ordonnatrice est la somme des exposants les plus élevés; 
il est donc-plus fort qu'aucun autre. De même, dans le produit 
des derniers termes, l'exposant est la somme des exposants les 
moins élevés; il est plus faible qu'aucun autre. Les deux termes 
ainsi obtenus ne peuvent donc se réduire avec les autres. 

Le produit de deux 'polynômes^ oudunpolynome par un monôme^ 
a donc toujours au moins deux termes. Il peut d'ailleurs ne ren- 
fermer que ces deux-là. 

Exemple : Multiplicande a?' + «« + a:* + «* + a;» + «* + a; +1 

Multiplicateur « — 1 



a;« + x'-f a^ + a;* + a5< + a5» + a;» + a5 
— a;' — a;« — X* — X* — X-'* — flf* — a?— 1 



Produit simplifié, u^ — 1 

On voit qu'ici tous les termes se détruisent, à l'exception de ar* et 
de — 1, qui sont les produits des premiers termes entre eux et 
des derniers termes entre eux. 

46. Remarque. Si les deux polynômes contiennent plusieurs 
lettres, on pourra les ordonner successivement par rapport à 
chacune d'elles; et, en appliquant la remarque précédente, on 
obtiendra un certain nombre de termes, qui devront subsister 
sans réduction dans le produit. Par exemple, si l'on multiplie 
les deux polynômes suivants, qui sont ordonnés par. rapport 
à a, 

a*— o»6»-f a^6»-6\ et a^+a'h'^6!'b'''-ab\ 

les termes a*Xa*ou o**, et (—6*) (— oô*) ou a6', seront irréduc- 
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tibles dans le produit. Hais si Ton ordonne ces deux polynômes 
par rapport à b, 

— a«ô»— ô*+aW+a*, et --a»6' — a6"+a*6+o% 

ce seront les produits ( — aV) (—a* 6') ou a'6", et a*, a* ou o**, 
qui devront subsister dans le produit. Le terme a** se présente, 
comme on voit, de deux manières différentes : et nous trouvons 
seulement trois termes distincts, qui, dans le résultat, ne peu- 
vent éprouver aucune réduction. 

47. NOMBBE MAXIMUM DES TERMES DU PRODUIT. Le produit 

du multiplicande par l'un des termes du multiplicateur contient 
autant de termes qu'il y en a dans le multiplicande. Donc, si le 
résultat n'offre pas de termes semblables à réduire, le nombre 
des termes du produit total sera le produit du nombre des termes du 
multiplicande par le nombre des termes du multiplicateur. C'est là 
évidemment le plus grand nombre de termes du résultat. 

48. Produits homogènes. Nous nous contenterons d'énoncer 
lo Ihéorème suivant : 

Le produit de plusieurs polynômes homogènes (8) est un polynôme 
homogène^ dont le degré est la somme des degrés des facteurs. 

49. Théorème. Le produit de la somme de deux nombres a e^ b 
par leur différence est égal à la différence des carrés des deux nom^ 
bres. Ce théorème résulte immédiatement de l'application de la 
règle de multiplication au produit de (a + 6) par (a — b): il 
fournit la formule 

(a + 6)(a — 6) = a» — 6*. 

Cette formule est importante : elle sert surtout à décomposer^ la 
différence de deux carrés en un produit de deux facteurs^ dont l un 
est la somme et r autre la différence des racines. 

Exemples : 

io (a^ + aè + 67 — (a«-a6 + 67=(2a^ + 26*)2a& 
= 4a6(a« + 6«); 

50. Théorème. Le carré d'un polynôme est égal à la ^^^^^^^^ 
carrés de ses différents termes^ plus deux fois la somm^ 
produits deux à deux. 

Alg. B. I'« Partie. 
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Lç théorème est connu pour le binôme : 
(a+6)»=:a*+2a6+6^ 

Il se démontre aisément pour le trinôme (a + 6 -j- c). Car re- 
présentons par s la somme a + b des deux premiers termes; 
nous aurons, en appliquant la formule précédente, 

Remplaçant s par sa valeur, et effectuant les calculs, nous 
aurons : 

(a+b+cy=={a^by + 2{a+b)c+c^ 

z=a^-\'2ab + b*+^ae + ^bc + 'c^ 

Il est facile d'étendre le théorème à un polynôme de « 

termes, 

p = a+b + c+....+h + L 

Car représentons par 5 la somme des (n— 1) premiers termes; 
nous aurons : 

P«=:(a + 6 + C+ . . . . +/C+0' = (5+7)* = 5« + 25^ + i». 

Si Ton suppose que le théorème est vrai pour le polynôme s, 
5" renferme les carrés des termes a, 6, c,... /t et leurs doubles 
produits deux à deux; 25^ renferme les doubles produits des 
termes a, b, c... /l? par le nouveau terme Z, et ^ est le carré de ce 
dernier terme. Donc P* renferme les carrés de tous les termes 
de P, ainsi que leurs doubles produits deux à deux. Donc, si le 
théorème a lieu pour un polynôme de (n — 1) termes, il subsiste 
pour un polynôme qui contient n termes, c'est-à-dire un terme 
de plus. Or il est démontré pour un polynôme de trois termes; 
donc il subsiste pour un polynôme de quatre termes : mais, s'il 
a lieu pour un polynôme de quatre termes, notre raisonnement 
montre qu'il a lieu pour un polynôme de cinq termes, et ainsi 
de suite. Ainsi le théorème est général. 

On formule souvent ainsi ce théorème : 

(ï.ay = j:a' + 2I,ab, 

le signe 2 indiquant la somme d'une série dé termes analogues 
à celui que ce signe précède. 
Le raisonnement que nous venons de faire, à l'aide duquel on 
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s*&lèté d^une formule démontrée pour un cas particulier à une 
formule générale^ doit être remarqué : on l'emploie souvent en 
algèbre. 

Lorsque Ton veut effectuer dans la pratique le carré d'un po- 
lynôme, on suit dans le calcul la marche fournie par la démons- 
tration précédente, c'est-à-dire que Ton fait le carré du premier 
terme, le double produit du premier par le second, et le carré 
du second ; puis le double produit de la somme des deux pre- 
miers par le troisième, et le carré du troisième ; puis le double 
produit de la somme des trois premiers par le quatrième, et le 
carré du quatrième ; et ainsi de suite. D'ailleurs^ pour réduire 
plus aisément les termes semblables, on dispose les calculs, 
comme on le voit dans l'exemple suivant, de manière que cha- 
que ligne horizontale soit terminée par le carré d'un terme. 

Soit à effectuer le carré du polynôme 

3«*— 400/»— 5aV+ 2a»ap— a*; 
on aura: 9afi 

— 24aa;'+16a2aj« 

— 30a^+40a3a?*+25a«a;« 

4-12o»a;*— 16a<x*— 20a=^a;3+ ka^x^ 

Carré simplifié.. 9»»-24a«'— 14a2a^+52a»x*+ 3a«««— 12d^«3+l4d»«*— 4a'«+a» 

8i, REMARQira:. Le carré d'un polynôme contient au moins quatre 
termes qui n'éprouvent pas de réduction. Ce sont, lorsque le poly- 
nôme est ordonné, les deux premiers et les deux derniers. Eh 
effet, soient a et p les exposants de la lettre ordonnatrice dans 
les deux premiers termes du polynôme, les exposants de cette 
lettre, dans les deux premiers termes du carré, seront 2a et a+P; 
or ces deux exposants sont différents, puisque, par hypothèse, 
a > p ; et ils sont évidemment supérieurs à ceux dont la lettre est 
affectée dans les autres termes du carré. Donc ces deux termes 
ne sauraient éprouver aucune réduction. On verra de même, 
que le double produit des deux derniers fermes du polynôme et 
le carré du dernier sont irréductibles. 

EXERCICES. 

I. Démontrer que le cube d'un polynôme est égal à la somme des cubes 
des termes^ plus trois fois la somme des produits de Tun des termes par le 
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carré d'un autre, plus.ix fois la somme des produiu des termes trois àtrois ; 

La démonstration est analogue !i ceUe du n' 8«. 
n Vérifier la formule 

m. Vérifier l'égalitô 

IV. Sironpose a + b + c + d=A, 

a^b— c— d=ïB, 
a— b + c— d=C, 
a— b— c + d=D; 

et, si Von a, en môme temps, 

on propose de vérifier la formule 

AB(A^+B') = CD(C' + D»). 
Les exercices II, m, IV, n^offrent d'autre difficulté quelalongueurdescalc.Us. 

V. soient «, y , ^,u,.,«, des nombres quelconques. Si l'on pose 

n,=g5, P=|+î, i=T+^' ^=^irrv' *-"+«' »+'■ 

prouver que l'on a la formule 

(l+m)(l+p)(l + 9)(l+'')('+')(l + '>, 
= (l_m) (l-p) (1-q) (W) (l-^*) (l-'J- 

VI. Démontrer que 2»»+3;.'+6P est égal à la somme de trois carrés. 
Vil. Simplifier l'expression 

«(llg'-b) 
On trouve 6 ' 

VIII. Vérifier la formule 

IX. Réduire l'expression 

3 « 

x.{r.-\-\) 
On trouve 2 
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X. Si Ton fait, dans le polynôme ^ 

la substitution x = (xx' + pt/', 

y=«v+py, 
il prendra la forme A«*+ %BxV + Cy^ ; 

et l'on aura la formule 

B? - AC= (b*-ac) (ap'—pfl.')*. . ; 

XI. Vérifier les égalités 

\+x*=z{l+x^-\-xy/ï)(\+a^-xy/7); 
l+»«=(l + «») (i4.aJ»+a?V3) (l + aP-ajy'â). 

XII. Si Ton pose B=b> + 6c + c», C=6»c+6cS 

on aura la formule 4B»— 27C>= (6— c)» (25^ + 56c+ 2c»)> 

et, par conséquent^ 4B' — 270^ est toujours positif. 

Les formules VIII, X, XI, XII, se yérifient ep effectuant les calculs: les deux 
membres deviennent alors identiques. 

XIII. Démontrer que, si deux nombres entiers a et b sont tous deux pairs, 
ou tous deux impairs, la demi-somme de leurs carrés est une somme de deux 
carrés. 

On s*appuie sur le théorème (SO). 

XIV. Si a, &, m sont des nombres entiers, et si l'expression a^ + 2m6' est un 
carré, démontrer que a'-f m&' est la somme de deux carrés. 

On applique le théorème précédent 



CHAPITRE m. 

DIVISION ALGÉBRIQUE. 

82. Lorsqu'on a à diviser une expression algébrique A par 
une autre B, on indique le quotient, en plaçant le dividende 
au-dessus du diviseur, et en les séparant par une barre horizon- 

taie. On écrit g, et, le plus souvent, il est impossible de trans- 
former la formule en une autre plus simple. 
Mais lorsque A et B renferment des lettres communes, il ar- 
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rive quelquefois que Ton piBut simplifier le quatient; et c'est ce 
qu*on appelle alors effectuer la division. Nous allons étudier Topé- 
ration à.ce point de vue pour les monômes et les polynames ; 
nous donnerons la règle à suivre dans chaque cas, et nous étu- 
dierons en même temps les conditions, sans lesquelles le calcul 
n'est pas possible. 

S3, La division algébrique présente trois cas : l"" division d'un 
monôme par un monôme ; S'* division d'uu palyiM)iM par t^i 
monôme; 3« divisioi^ d'un, polynôme par un polynôme. 

§ I. Division des monooaçft. 

M. RÈGLE DE DjvisiON. Soit h diviscr 75 a'6V(? par 25 a^6c"; et 
supposons qu'il existe un monôme entier qui, multiplié par le di- 
viseur, reproduise le dividende. D'après la règle de multiplica- 
tion (28), le coefficient 75 du dividende doit être le produit du 
coejficieut 25 du diviseur par celui du quotient : ce dernier s'ob- 
tiendra donc en divisant 75 par 25; il sera 3. D'après la mômç 
règle, l'exposant 7 de la lettre a dan^ }e dividende doit ètve la 
somnie de l'exposant 3 de la même lettre dap& Iç diviseur, et de 
celui de cette lettre dans le quotient; on obtiendra donc ce der- 
nier en retranchant 3 de 7; il sera 4. De même l'exposant de b 
sera 3. Comme c entre avec le même exposant 2 au dividende et 
au diviseur, cette lettre n'entrera pas au quotient ; et comme d 
entre au dividende sans entrer au diviseur, elle devra se trouver 
au quotient avec son exposant 5. Le quotient est donc 3a^b^(P, 
La méthode est générale; elle conduit à la règle suivante : 
Pour diviser un monôme entier p<xr y>n autre: l^ on divise le 
coefficient du dividende par celui du diviseur; 2*» on écrite une fois 
chacune^ les lettres qui ^nfrezil au dividende av^c un exposant plus 
grand qu'au diviseur ; 3<> on affecte chacune de ces lettres d^un expo- 
sant égal à la différence de ceux qu^elle possède dans les deux mono- 
mss. Si une lettre n'entre qu*au dividende^ elle entre au quotient avec 
son exposant, 

^S. Conditions de possibilité. Nous avons supposé, pour faire 
le raisonnement, que le quotient existait sous forme d'un mo- 
nôme entier. Or il est évident que cette bypothèse sc^a vérifiée, 
toutes les fois que /6 coefficient d^ divi4pidfe. sera divisible pa^ceiui 



Digitized 



by Google 



DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 39 

du diviseur; qu'en outre, les lettres du diviseur entreront toutes dans 
le dividende; et qu'enfin Vexposant de chacune ocelles au diviseur 
sera au plus égal à celui dont elle est affectée au dividende. Car si 
cçs ccmditiona sont remplies, on pourra, en appliquant la règle 
(84), trouver un monôme entier, qui multiplié par le diviseur, 
reproduira le dividende : ce sera donc le quotient effectué. 

Mais si une ou plusieurs de ces trois conditions ne sont pas 
réalisées, il sera impossible d'obtenir le quotient sous forme d'un 
monôme entier. Car, si le quotient existait sous cette forme, le 
raisonnement et la règle seraient applicables, et les trois condi- 
tions devraient être remplies. * 

Ge sont donc là les conditions nécessaires et suffisantes, pour 
que la division des monômes entiers soit possible. 

86. Exposant zéro. D'après la règle que nous venons de don- 
ner, si une lettre a entre au dividende avec l'exposant m et au di- 
viseur avec l'exposant », elle entre au quotient avec l'exposant 
m — n. Mais la démonstration suppose que l'on a m>n. Si Ton 
a fn=n, la lettre a disparaît du quotient, et la règle ne s'applique 
plus. Si toutefois l'on convenait de l'appliquer encore, on aurait 
a*-* ou a^\ et comme le quotient de a*" par a*" est évidemment 
l'unité, on conserverait à la règle des exposants sa généralité, en 
faisant la convention que h^ représente Vuniiéy quel que soit a. D'a- 
près cela, 

et ce quotient n*est pas altéré par la convention, puisque le fac- 
teur c*=K On conserve d'ailleurs ainsi, dans le quotient, la 
trace d'une lettre qui, sans cela, disparaîtrait. 

Nous donnerons plus loin de plus grands détails sur cette con- 
vention 9 qui se lie à la généralisation des exposants. 

% II. Division d'un polynôme par un monôme. 

87. RÈôLE DE DIVISION. Le quotient de la division d'un poly- 
nôme par un monôme n'est jamais un monôme; car le produit 
de deux itionoines est toujours un monôme (28). Ainsi, lorsque 
ce quotient existe sous forme entière, il ne peut être qu'un poly- 
nôme. L'opération consiste donc, dans ce cas, à trouver un po- 
lynôme qui, multiplié par le monôme diviseur, reproduise le po- 
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lynome dividende. Or on a vu (50), que le produit d'un polynôme 
par un monôme est la somme des produits de chaque terme du 
multiplicande par le multiplicateur. Donc le quotient cherché s'ob- 
tiendra en divisant chaque terme du dividende par le diviseur : on 
donnera d'ailleu/ns à chaque quotient partiel le signe du terme du di- 
vidende qui Va fourni. Par exemple, 

(36a*aî«— 24a»;i?«-}-28oV) : 4aV=9aaî»— 6a?*+ 7a^ 

88. Conditions de possibiuté. Si chaque terme du dividende^ 
pris isolémejity est divisible par le diviseur^ il est évident que le 
quotient est un polynôme entier, qu'on peut obtenir par Tappli- 
cation de la règle précédente; et la démonstration de celte règle 
prouve, d'ailleurs, que cette condition est nécessaire. 

§ ni. DivisiOD des polynômes. 

SO. Il est bien rare que Ton puisse effectuer la division d'un 
polynôme par un autre, c'est-à-dire trouver un troisième poly- 
nôme quiy multiplié par le second^ reproduise le premier. Cependant 
lorsque le dividende et le diviseur admettent une lettre com- 
mune, il arrive quelquefois que l'on peut mettre le quotient sous 
cette forme. Nous supposerons ici, que les deux polynômes sont 
ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même 
lettre, et nous chercherons, s'U est possible^ à représenter le quo- 
tient par un polynôme ordonné de la même manière. 

Le procédé de division repose sur les théorèmes suivants : 

60. Théorème I. Si deux polynômes sont ordonnés suivant les 
puissances décroissantes d'une même lettre^ et que le quotient de 
leur division soit égal à un polynôme ordonné de la même manière^ 
le premier terme de ce quotient est le quotient de la division du pre- 
mier terme du, dividende par le premier terme du diviseur^ 

En efTet, le quotient, multiplié par le diviseur, doit reproduire 
le dividende. Or, le premier terme du produit de deux polynô- 
mes ordonnés provient, sans réduction (4S), du produit des pre- 
miers termes de chacun d'eux. Le premier terme du dividende 
est donc le produit du premier terme du quotient par le premier 
terme du diviseur; et le premier terme du quotient résulte, par 
conséquent, de la division du premier terme du dividende par 
le premier terme du diviseur. 
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On peut remarquer (41), que le premier terme du quotient 
sera positif ou négatif, suivant que le premier terme du divi- 
dende et le premier terme du diviseur auront ou n'auront pas 
le même signe. 

6i. Théorème II. Si Von multiplie le diviseur par le premier 
terme du qfootienty et si Von retranche le produit du dividende, on 
obtiendra un reste quij divisé par le diviseur, donnera pour résultat 
r ensemble des autres termes du quotient. 

Le dividende est égal, en effet, au produit du diviseur par le 
quotient. Si donc on en retranche le produit du diviseur par un 
des termes du quotient, le reste sera le produit du diviseur par 
la somme des autres termes du quotient : cette somme sera, par 
suite, le quotient de la division du reste par le divisçur. 

62. Règle de division. Les deux théorèmes précédents per- 
mettent de faire une division quelconque : car le premier dorme 
le moyen de trouver le premier terme du quotient, et le second 
ramène la recherche de tous les autres à une division nouvelle. 
Le premier théorème, appliqué à cette division nouvelle, permet 
fie trouver le premier terme du nouveau quotient, c'est-à-dire 
le second terme du quotient cherché; et le second théorème 
ramène la recherche des suivants à une troisième division, e( 
ainsi de suite. 

De là résulte cette règle : 

Pour diviser un polynôme par un autre : après les avoir ordonnés 
' suivant les puissances décroissantes d'une même lettre^ on divise le 
premier terme du dividefule par le premier termsdu diviseur; ce qui 
donne le premier terme du quotient. On multiplie le diviseur par ce 
quotient, et l'on retranche le produit du dividende: cette soustraction 
se fait en changeant le signe de chaque terme à soustraire, et en ré- 
duisant les termes semblables. On divise le premier terme du reste 
par le premier terme du diviseur; ce qui donne le second terme du 
quotient. On multiplie le diviseur par ce second terme , et Vonretran- 
che le produit du reste. On obtient ainsi un second reste, dont on di- 
vise le premier terme par le premier terme du diviseur : ce qui donne 
le troisième terme du qu>otient. On multiplie le diviseur par ce troi- 
sième terme, et F on retranc/ie ce produit du second reste. On conti- 
nue ainsi, jusqu'à ce que F on trouve zéro pour reste. 

Le polynôme, dont on a obtenu ain^i les termes un à un, est 
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di^seur. 


te ' 5a;*-f 5ac3— 4aî*+aî— 1 






ap+»-l 







4% UYRÇ h 

le qi^Q^çM cherché; çw> ÇP. opérant 4*^pTès cette rèçle^ on a re- 
ttajQché successivement du dividçnd^ les produits du diviseur 
paT ^ différents termes de ç^. polynôme ; puisqu'il ne reste 
rien, il faut que le dividende soit le produit du diviseur par ce 
polynôme, c*est-à-dire que ce polynôme soit le quotient. 

Oau Çx«iC?L9l. Sk)it à diviser 9^ +6x*Hr4«»— 4;»'4-« — 1 par «^+«—1 : on 
écrira, comme il suit, le diviseur à la droite du dividende, en les séparant par 
une barre verticale. 



1" reste 
2* reste. 



Ô 

Le premier teri^e du quotient est «^, ^ptient ^ la diviçio^a de 9^ par aî^. Le 
produit du diyiseur ^c^ esXafi -{rx^-^af^; on écrit sous le dividende ce produit 
changé de signe; ce qui réduit la soustraction à faire une simple réduction de 
termes semblables : et Ton obtient ainsi un premier reste 5a;* + 5x' — 4«'+« — 1. 

Le second terme du quotient est hx^, quotient de la division de has^ par flp\ On 
muhiptie le diviseur par 5rr>, ce qui donne ëff*+Sa^— &«*; puis on éci^it ca pro- 
duit sous le premier reste en changei^nt soipi s^ignç, et l'on opère la ]:$duction. 
On obtient pour second reste 0;'+ oj— 1. 

Le troisième terme du quotient est 1 , quotient de sfi par s^. Si Ton multiplie 
le diviseur par 1 , et qu'on retranche le produit du second reste, on obtient pour 
reste 0. Le quotient cherché est donc 

On doit s*habituer à effectuer à la fois la multiplication de chaque terme du 
diviseur par le terme trouvé au quotient, la soustraction du terme correspon- 
dant du dividende, et la réduction des tonnes semb^aUes. Le tableau du calcul 
se réduit alors, comme on le yolt ici : 

Dividende.., »* + 6»^+4a;*— io^-t-»— l | «aj-ap — 1 diviseur. 



1" reste 6i»* -|- 5iiç*— 4«» +û?— 1 I «' + 5x* + 1 quotient. 

2* reste x^+x — X 



Exemple IL Les coefficients de la lettre ordonnatrice sont des monômes litté- 
raux. 

Soit à diviser le polynôme 

15a«— 9a'6— 25a«5» + iga^b»— Ml* + 13a9b»— 4a25« - 5a5'-f W 

par le polynôme 

3a"— 5a5'-^.25». 



Digitized 



by Google 



DU GALGUt. ii<Ug3RIQUE. 



kl 



K»u& i|9u« c^^jD^t«^Çkl^a ^ fal^9 \% UbJlieaH du, oaki4* 
2«re»W — 6a*6* +i3^»At*— 4a*()«— 5ai>'+2M 



04. Exemple III. La règle précédente ne suppose nullement que les puissances 
de la lettre ordonnatrice aient des coefficients numériques ou monômes. Ces 
coefficients peuvent être des pAlyBomea (48), sans qu'il y ait riein kcJiaAgei'aux 
raisonneçieots et à la manière de -procéder. Seulement, quan4 les coefftçieAta du 
premier ^erqie du dividende et du premier terme du diviseur sont de^ polynômes,^ 
il y a des divisions partielles à opérer^ chaque fois que l'on veut obtenir un 
nouveau terme du quotient. Voici un exemple : 



a" 


ic»+8a« 


a;*-f-o«ô 


û?»-3a« 


aj«+a' 


a?-3a»b» 


a* la;»4-2a* «•— a* x+3a*ft» 


& 


-3a^ 


-Sa»& 


-4oV 


! +o*b 


-t.a*ô» 


+2a^* 


— aob -4br — a*w — 2«** 




+-3a6« 


-t.2a'6* 


-2a«5» 


: +|«a»b* 


+;^*b» 


+afl'*« 


+il* +l|^ 




—6» 


-3a6» 


M-3a6* 


— 3a*b* 


-6o»b* 


-2ab' 




' 




+3b* 


+4b* 


-f-ob» 
-5M 


-2a«b» 
->.2ab« 












aj*+o« 


aj»-3a« 


^'-f-a' 


a;-3a»b» 






+a* 


a x''-\-a' a;— a* 


1 


~3o'ô 


— 3a»6' 


+a»b 


-ha'b* 


+ 2a«b* 


-b ' -0* +b» 


1 


-+.2a'6« 


-3a'6^ 


f +7a*» 


+2a*b» 


H-aa«b« 


l -^' l 


9 


4-a6» 


+2o6* 


-^2a»b* 


-6a»b* 


— 2ab' 




• 


-6« 


+56* 


-ab» 
-5b« 


—2a' 6» 
-t-aab* 
i +b' 










-«• 


a:»— 2a« 


2:*+a' 


a:-g^a»b» 








+2a*ft 


H-aa»b» 


M-o»b' 


-h2a*b* 








-^»6? 


-r4b» 


— a*b^ 


M-3a«M 








+a'b» 




^a*b* 


-2ab' 








-2^6* 




—a'b* 










+5» 




H-b' 
9 








1» division partielle: 


f divi^ionfarUeUe, 






^^3tt%+2a*M+ ab»-b* a'— 2ab+b» 
-. a*b-h a'b*+ ab»-b« a«— ab— b' 









- a«b»+2ab»-b* 




s« 




division pariielle. 




-a»+aa*&-a«6 


•^.ot^«_2ab*^-6» \ a*— 2ab+fc» 












+a*b'— 2fl 




i.b*+b' l~ 


•a'i-b» 





On divise d'abord, dans ce cas, (a^ — 3a'b + 3ab'— b') , coefficient du premier 
terme du dividende, par (a'— 2ab + b^ , coefficient du premier terme du divi- 
seur (première division partielle); ce qui donne (a — b). Et comme a;', divisé 
par âp3, donne a;>, le premier terme du quotient est (a— 6)4?^ On multiplie le 
diviseur par ce terme, ce qui oblige à elTectuer plusieurs cp^ul^iplications de 
polynômes ; puis on retranche ce. pçod\iit çlu dividei;ide, e\ an «^ un premier 
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reste. Pour continuer Topération, on doit diviser (o<— 3a36 + 2aV + ab3 — b*) , 
coefficient du premier terme du reste, par (a'— %àb -f 5*), (deuxième division 
partielle) : ce qui donne (a'— a&— b'). Le second terme du quotient est donc 
(a'— ad— &^)a;. La multiplication du diviseur par ce terme, et la soustraction, 
amènent un nouveau reste, sur lequel on opère comme sur le précédent; et Ton 
arrive ainsi au quotient cherché. 

65. GoNDiTiOMS DE POSSIBILITÉ. — Les raisonnements y qui 
nous ont conduit au procédé de division, supposent essentielle- 
ment que le quotient puisse s'exprimer par un polynôme. Or, 
lorsqu'on a à diviser un polynôme par un autre, on ignore le 
plus souvent si cette condition est remplie. Il est donc important 
de déterminer les caractères auxquels on reconnaîtra qu'une 
division est possible sous cette forme. Ces caractères se rencon- 
trent dans le procédé même que Ton emploie. 

En effet, si une division est possible, 

1° Le premier terme du dividende doit être divisible par le premier 
terme du diviseur^ et le dernier terme du dividende par le deimier 
terms du diviseur (48). 

2° Le premier terme de chaque reste doit être divisible par le pre- 
mier terme du diviseur : car il est le produit du premier terme du 
diviseur par un terme du quotient. 

3** Après un certain nombre de divisions partielles su^essives, on 
doit trouver au quotient un terme qui^ multiplié par le diviseur^ re- 
produit le dividende partiel qui Va fou/mi : car on doit obtenir le 
reste zéro. 

Ces conditions sont nécessaires: et si l'une d'elles n'est pas 
remplie, il n'existe pas de quotient sous la forme d'un polynôme : 
la division ne peut s'effectuer. 

Ces conditions sont suffisantes; car si elles sont remplies, le 
procédé employé fournit évidemment un polynôme, qui, mul- 
tiplié par le diviseur, reproduit le dividende. 

66. Caractères auxquels on reconnaît si une division peut 
ou NE PEUT PAS s'effectuer. — Lorsquc les polynômes sont or- 
donnés, comme nous l'avons supposé (30), suivant les puissances 
décroissantes d'une même lettre, l'exposant de cette lettre dans 
le premier terme de chaque reste va toujours en diminuant, 
puisque la réduction des termes semblables fait disparaître au 
moins le premier terme de chaque dividende parlîel. Par con- 
séquent, si l'on continue d'appliquer le procédé de division, on 
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arrivera nécessairement à un reste, dont le premier terme contiendra 
la lettre ordonnatrice avec un exposant plus faible que celui dont elle 
est affectée dans le premier terme du diviseur. Ou ce reste sera nul, 
et la division sera effectuée; ou il ne sera pas nul, et la division 
sera impossible. 

Remarquons, d'ailleurs, que Ton pourra être averti de 
rimpossibilité de la division, avant d'arriver au reste dont 
nous parlons. Car il pourra se faire que le premier terme d*un 
reste antérieur ne soit pas divisible par le premier term^ du divi- 
seur. 

Exemple IV. Diviser x^ + ^x* + 23^ par »'+ x. 

Dividende. x^ + bsB^ + ^x^ | x^-^x diviseur. 

+ 4af< + 2a;3 | a;3 -f- 4a?' — 2a? -^ 2 quotient. 
—2a?» 

+ 2a?5 

—2a; 

La suite des calculs amène le reste — 2», qui n'est pas divisible par x^ : donc 
la division est impossible. 

Quand une division ne peut pas s'effectuer, il existe un autre 
caractère auquel on peut reconnaître à quel moment on doit 
s'arrêter. En effet, si la division est possible, le dernier terme 
du dividende doit être le produit du dernier terme du diviseur 
par le dernier terme du quotient (4S). Il résulte de là, qu'on 
peut déterminer immédiatement le dernier terme du quotient, 
en divisant le dernier terme du dividende par le dernier terme 
du diviseur. Donc, lorsqu'en formant les termes successifs du quo- 
tient on en trouvera un de degré moindre que le terme ainsi cal- 
culéf on pourra affirmer que Vopèratwn ne se termine pas, et 
qu'aucun polynôme ne peut représenter le quotient. // en sera 
de même, si l'on arrive à un terme de même degré que kterms ainsi 
calculé, et qui ne lui soit pas identique. 

Dans l'exemple IV, si le quotient existait, le dernier terme devrait être 2a;2, 
quotient de 20?» par x. Or le premier terme 4** du premier reste, divisé par x^, 
donne pour quotient 4a?'. Sans aller plus loin, on peut affirmer que la division 
ne se terminera pas. 

67. Division des polynômes ordonnés suivant les puissances 
CROISSANTES d'une LETTRE. Il arrive, dans certains cas, que l'on 
ordonne les termes d'un polynôme suivant les puissances crois- 
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sànteâ d'une lettre. On peut faire la division de deux polynômes 
oîrdonnês de cette manière, et trouver les divers termes du 
quotient, en commençant par ceux dans lesquels la lettre prin- 
cipale a le moindre exposant. La théorie est absolument la 
même que dans le mode ordinaire d'opérer; seulement, dans le 
cas où la division exacte n'est pas possible, il peut arriver qu'elle 
se poursuive indéfiniment; et l'on obtient alors des restes, dont 
le degré augmente de plus en plus, au lieu de diminuer, comme 
cela avait Uett dans le cas des polynômes ordonnés suivant les 
puissances décroissantes. 

Pour donner un exemple de cette manière d^opérer, reprenons la division 
efifectuée aa pai^graphe (63), en ordonnant leâ deux p(Ayttt>ares Suivant les 
puissances croissantes de x. 

Exemple V. Divid*» — 1 + » -4aj2 + 4a;3 + 6a;« + x^ [ -,i^a..|_a;2 ^i v' 

— a:^-\- x^ + x^ 

Nous dirons : le dividende étant le produit du diviseur par le ^otwnt, te lmn« 
dont le degré en a? y est le moins élevé, provient sans réduction du produit des 
deux termes analogues dans le diviseur et dans le quotient (48); «t, par consé- 
quent, le premier terme du quotient est le quotient de la division du premier 
terme du dividende par le premier terme du diviseur : il est + 1. 

on démotilrtra, absolument comme on l'a fait (ttl),.qu^en retranchant du 
dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, on obtient 
un reste - Sx^^ kx^ + 6x* + x* qui, divisé par le diviseur, foumim les tennes 
qui doivent compléter le quotient. 

Le premier de ces termes est égal, pour les raisons données plus haut au 
quotient de la division de - bx^ par - 1 , c'est-à dire qu'il est + SxK 

En multipliant + hx^ par le diviseur, en retranchant le résultat du premier 
reste, on obtient un second reste -x^+x* + x\ qui, divisé par le diviseur 
fournira les termes qui doivent compléter le quotient. * 

Le premier de ces termes est égal, pour les raisons données plus haut au 
quotient de la division de ~ ^3 par- 1, c'est-à-dire qu'il est -h^^ en le multi- 
pliant par !e diviseur, et retranchant le produit du reste précédent, on trouve 
une différence nulle; et Topération est par conséquent terminée. 

68. Caractère auquel on reconnaît qu'une division ainsi 
ORDONNÉE EST IMPOSSIBLE. Dans rexcmpie précédent, ropération 
se termine, et le résultat est identique, comme cela deniit êtr© 
avec celui qu'a fourni la première manière d'opérer. Mais il 
nen serait pas de même, si nous prenions une division impos- 
sibfë à eff^tuer exaclement. Soit, par exemple, à diviser 
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ËXBMÛPLS VI. i)iVidùn& 1 + « + «' + 2a!»| 14-2a? ^ dîvîaôur . 

— «+ «* + 2*^1 1 — « + 3*'- 4«»+ • . • w>tient. 

En appliquant ie procédé ordinaire h cet ^x^ïipte, tM t)ètient 
des restes soccessife^ dans lesqu^els Texposànt de laMttis ii?,«iU 
premier terme, va toujours en augmentant; d'tilleurs ia divi- 
sion du premier terme de chaque reste par le premier terme du 
diviseur est toujours possible. Donc le premier caractère d'im- 
possibilité (66) ne se manifestera pas. 

Mais il en existe un autre, analogue au second) qui se pré- 
sente toujours, dans le cas où la division ne peut pas s'effectuer. 
En effet, si la division est possible, le dernier terme du dividende 
est le produit du dernier terme du quotient par le dernier 
terme du diviseur; par suite, le dernier terme du quotient s'ob- 
tiendra immédiatement, en divilsanl ie dernier t«rme du divi- 
dende par le dernier terme du diviseur. Ût le degté des termes 
du quotient, par rapport à la lettre ordonnatrke, va en augmen- 
tant. Donc, hrsqu^on arrivera^ en appliquant, le procédé^ à placer 
au quotient un terme de même degré que le tenne ainsi calculé et 
qui ne lui serait pas identique^ ou bien un terme de degré supérieur^ 
on pourra affirmer que la division est impossible. 

Dans rexempleVI, si le quotient existait, son dernier terme serait x^, quo- 
tient de Hcfi par 2â;; donc^ lorsqu'on est amené à mettre au quotient le terme Zx^, 
on doit s'arrêter; la division ne saurait s'effectuer. 

* En résumé, on voit que, dans tous les cas, le procédé même 
de la division conduit nécessairement à des caractères certains 
de possibilité ou d'impossibilité. 

• 
$ IV. Des divisions ^m ne peuvent tte faire exactement. 

69^ Définitions. On dit qu^un polynôme est entier par k*apport 
à une lettre a;, lorsqu'il ne contient ia lettre us ni en déttomina- 
t^ur^ ni sous le signe \/ • Ainsi l'expression 

4 5a ' 5 

est un polynôme entier en ic. 
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Si un polynôme est entier par rapport à une lettre a?, le degré 
«Je ce polynôme, par rapport à celle lettre, est l'exposant le plus 
élevé dont elle est affectée. Le polynôme précédent est du 3* de- 
gré enx. 

On dit qu'un polynôme, entier en a?, est divisiblepar un autre 
polynôme entier en a?, quand le quotient peut s'exprimer par 
un polynôme de même forme. Les coefficients peuvent être quel- 
conques. Ainsi 00? — 3 est divisible par ory^-f V^» '^ quotient 
est X}/â — v^3. 

Lorsque les deux polynômes n'ont pas pour quotient un troi- 
sième polynôme, on dit qu'ils ne sont pas divisibles l'un par 
l'autre. On peut néanmoins, dans ce cas, donner, en général, à 
l'expression de leur quotient, une forme plus simple que celle 
qui résulterait de la seule indication de l'opération. N'ous allons 
démontrer, en effet, les théorèmes suivants. 

70. Théorème L Si deux polynômes ketB sont entiers en x (A 
étant d'un degré au moins égal à celui cfeB), on peut toujours mettre 

le qv^otient-^ sous la forme d^un polynôme Q, entier en x, augmenté 
d*une fraction ^ ayant pour dénominateur le diviseur B, et pour 

D 

numérateur un polynôme R entier en x, de degré moindre que B. 

On peut, en effet, ordonner les polynômes A et B suivant les 
puissances décroissantes de a?, et leur appliquer le procédé de 
division (62) ; comme les coefficients du quotient ne sont pas 
astreints à être entiers, on peut continuer l'opération, jusqu'à ce 
que Ton trouve un reste de degré moindre que B.On obtiendra 
ainsi au quotient différents termes, dont aucun ne contiendra x 
en dénominateur. Car les dividendes partiels qui les fournis- 
sent sont tous d*un degré supérieur ou au moins égal à celui 
de B; et leur premier terme contient, par suite, x k un degré 
supérieur ou au moins égal à celui du premier terme de B. 

Soit Q l'ensemble des termes obtenus, lorsque l'on parvient 
à un dividende partiel R, de degré moindre que B: R est ce qui 
reste du dividende A, lorsqu'on en retranche successivement les 
produits de B par les divers termes de Q ; il est donc égal i 
A— BQ ; et Ton a, par suite, 

A = BQ+R: 
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d'où, en divisant par B les deux membres de la formule, 

le quotient g est donc mis sous la forme annoncée. 

71. Théorème IL La transformation précédente ne peut se faire 
que d'une seule manière. 

Supposons, en effet, qu'en divisant A par B, on puisse obtenir 
d'une part Q pour quotient et R pour reste, et de l'autre Q' pour 
quotient et R' pour reste, Q et Q' étant entiers en rr, et R et R' 
étant de degrés moindres que B, on aurait, par ce qui précède, 

A=BQ+R, A=BÛ'+R'; 

et l'on en conclurait, 

BQ+R = BQ'+R', 

formule que l'on pourrait écrire 

B(Q-Q')=R'-R. 
Or R et R' étant de degrés moindres queB, il en est de même 
de leur différence; tandis que le degré deB (Q— Q'), par rapport 
à 0?, est au moins égal à celui de B. Donc le second membre est 
d'un degré moindre que le premier; et l'égalité est impos- 
sible. 

92. Exemples. On trouve, par la méthode précédente : 

19 , 33 ^, 
^ 7a;? + af — 1 ~7*"^ 72:34.0;— 1 "♦ 

"• •'\/l+'-i _../;.'-+èVl-î 

Si le degré du polynôme A était moindre que celui de B, le 
quotient Q serait égal à zéro, et le reste R serait égal au divi- 
dende lui-même. 

75. Rebiarque. Quand on applique au quotient de deux poly- 
nômes A et B la transformation précédente, on donne au poly- 
Alg, b. I"-» Partie. 4 
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nome Q le nom de quotient entier^ et au numérateur R de la Trac- 

tion -g celui de reste de la division. 

74. Cas ou l'on change la lettre ordonnatrice. Nous avons 
prouvé que, les deux polynômes A et B étant ordonnés par rap- 
port à une même lettre x, le quotient entier et le reste ne peu- 
vent avoir qu'une seule forme (7^1). Mais, siTon change la lettre 
ordonnatrice, les mêmes polynonies peuvent conduire k un 
nouveau quotient et à un nouve^iq resté. Si Ton Cûqsi4&t'e, par 
exemple, la fraction 

en ordonnant par rapport à a?, on trouve pour (jnotiento?*— î/*, 
et pour rest^ 2y*. Si Ton ordonnait, au èontràire, par rapport 
à y, on trouverait pddr quotient y* — a^, et pour reste 2a?*; en 
sorte que Ton a : 

^1+^?-^ y 

$ V. Diflérences et ani^logies entre la division arithmétique et la division 
des polynômes. 

76. l^es polynômes ordonnés suivant les puissances d'une 
iiième lettre, présentent, avec les noipbres entiers, des analo- 
gies qu'il est bon de remarquer. Uiï nombre entier, comme 
783214, exprime (7X 10*) + (8 X 10*) + (3X 10») + (2 XlO*) 
+(l X 10)+*^; et l*on peut l'assimiler au polynôme 
7a?»+8x*4-3a?*+2a;2-fa?+4, 

dans lequel on aurait supposé a?=lO. Les chiffres du nombre 
font ainsi les coefficients des tei-meè du polyttorlîe. II M faut 
pas croire eepëndanl,qiife toute queâtiohd'arithttiéti(|ue, t^éltttilre 
à des nombres entiers, soit purement et sinWpiërtient tl!l ttis 
particulier d'une question d'algèbre, dans laquelle ces nombres 
seraient renaplacés p^r îea polynqmes correspondants. 
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Qoaiparoas» par eiemple, les deui ([uestions suivantes : 
Ditiser 763214 par 321 : 

biviser ^a^+8a?*+3a?'+2a;*+a?-}"^ V^^ 3a5*+ 2a? + l. 

Les conditions des deux problèmes ont entre elles des diffé- 
rences essentielles, qui ne permettent pas de considérer le pre- 
mier comme un cas particulier du second. 

l"* Les divers cbifires du quotient de la division arithmétique 
doivent être entiers; tandis que le quotient de la division algé- 
brique peut être un polynomei entier par rapport à x^ dont les 
coefficients soient des nombres fractionnaires. 

2<* Les divers chiffres du quotient et du reste, dans U division 
arithmétique^ doivent être moindres que 10; tandis que rien ne 
limite la grandeur des coefGcients des diverses puissances de x, 
dans la division algébrique. 

S^'Dans la division arithmétique, le reste doit être moindre 
que le diviseur. Dans la division algébrique, il doit être de degré 
moindre. 

4» Enflrt en algèbre, les résultats obtenue coritlétitietit pour 
toutes les valeurs de â^ : 1) ti'y a p^is de condition analogue en 
arithtnétiqtie. 

S y|. Théorèmes et applications. 

76. fHÉORÎiME. Si un polynôme^ entier en x, est ordonné par 
rapport aux puissances décroissantes de cette lettre^ le reste de la di^ 
vision de ce polynôme par le binôme (x — a) s'obtient en remplaçant 
X par a dans le polynôme. 

Eri effet, le diviseur (»— a) étant du premier degré, on 
pourra pousser la division, jusqu'à ce qu'on obtienne un reste 
de degré moindre, c'est-à-dire iodépendant de x. Soient donc 
X le dividende, Q I^ quotiept, entier ep x^ qui résulte de cette 
division, et Rie reste. On aura identiquement la formule : 

Or, cette égalité a lieu pour toute yaleùr attribuée à a; j car en 
multipliant («—a) par Q, et en ajoutant R au produit, on doit 
retrouver identiquement le polynôme X, sans qu'il soit néces- 
saire de donner à x une valeur particulière. On peut donc y 
supposer a = a. Or, cette hypothèse annule le facteur (a?— a); 
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elle donne à Q une valeur déterminée; elle annule donc le pro- 
duit {x — a) Q. D'ailleurs elle ne change pas la valeur de R, qui 
ne contient pas x : donc si Ton désigne par Xa, la valeur que 
l^reud Xy quand on y remplace a? par a, l'égalité se réduit à 

Xa = R. 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

77. Corollaires. 1° Si un polynôme X devient nul, quand on 
y remplace x par a, il est divisible par '{tu — a). Car X., étant nul 
par hypothèse, le reste R de la division est nul aussi. 

2* Si un polynôme X est divisible par (x — a), U se réduit à zéro, 
quand on y remplace x par a. Car le reste R étant nul par hypo- 
thèse, il en est de même de Xa* 

Ainsi^ powr qu'un polynomSy entier en x, soit divisible par (x — a), 
il faut et il suffit qu'il se réduise à zéro, quand on y remplace x 
par a. 

78. Cette dernière proposition est d'une grande importance. 
Bornons-nous à en signaler quelques conséquences ; m est, dans 
ce qui suit, un nombre entier quelconque. 

!• (x™ — a") est toujours divisible par (x— a). Garce polynôme 
s'annule, quand on y remplace x par a. 

2» (x^+a") n'esC jamais divisible par (;si — a). Car, en rempla- 
çant X para dans le dividende, on obtient le reste 2a*. 

30 (x«— a") est divisible par (x+a), quand m est pair, et ne 
Vestpas^ quand m est impair. En effet, diviser par {x-^a), c'est 
diviserpar[a?— (— a)] : il faut donc, pour avoir le reste, substi- 
tuer (—a) à X. Le dividende devient alors [(—a)* — a"»]. Or, 
si m est pair, on a (40) (— a)'"=a"»; et si m est impair, on a 
(— a)r=^a'^. Donc le reste est nul dans le premier cas, et il 
est (— 2a"') dans le second. 

4* (x«-j-a"*) est divisible par (x+a) quand m est impair, et ne 
Vest pas, quand m est pair. Car, en substituant encore (—a) à x, 
le dividende devient [(— o)"'+a"']. U est donc nul, si m est im- 
pair; et il est 2a*, si m est pair. 

79. Loi DU QUOTIENT DE LA DIVISION d'uN POLYNOME PAR 

(rr— a). Nous avons fait connaître la loi, d'après laquelle on ob- 
tient lereste de la division d'un polynôme par (a? — a) (76). On peut 
aussi découvrir aisément laJoi du quolient. Représentons le poly- 
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nome par Aoaî*"+Aia;"-*+A,aî«-«+...+A«,.ja?*4-A«-,a?4-Am, 
et cherchons à effectuer la division. 



Dir** A«iC"+A,a;»-«+Aîar— »+...+A«-j«'+A^,«+A, 
l.rTi«. ) Aaa|«— »+A,a;^»+...+A«»3aj»+A«_,a;+A, 
* I +Ai 



DiV. 



+A, I 



!+Aoa» a— »+ . . . +A^j»2^.A^,a;-f.A, 
+A,a 
+A, 

Le premier terme du quotient est Aja?^*. En multipliant le 
diviseur par ce terme, et en retranchant le produit du divi- 
dende, on obtient un premier reste, dont le premier terme est 
(A,a -t- Ai)a^S et dont les autres sont les termes mômes qui 
suivent le second dans le dividende. Le second terme du quo- 
tient est (A,a+Ai)a?**--*; pour avoir le premier terme du second 
reste, il faut multiplier par a le second terme du quotient, et 
lui ajouter le troisième terme du dividende : on obtient ainsi 
(A,a'-f-Aia+Ai)a^*. Par suite le troisième terme du quotient 
est (A,a* + Aia+At)a?*^. En continuant le calcul, on met faci- 
lement en évidence la loi suivante : 

Le quotient (Tun polynôme, entier en-x, du degré m, par (x—a), 
estun polynôme, entier en x, du degré (m — 1). // est ordonné, comme 
le polynôme proposé, par rapport aux puissances décroissantes de x. 
Le coefficient du premier terme est celui du premier terme du divi- 
dende. Pour obtenir le coefficient du second terme, on multiplie le pré- 
cèdent par a ; et Von ajoute au produit le coefficient du second terme du 
dividende. Pour former le coefficient du troisième terme, on multiplie 
celui que Von vient de former par a, et Von ajoute le coefficient du 
troisième terme du dividende. Et, en général, le coefficient du n"* 
terme est égal au produit du coefficient précédent par h, produit 
augmenté du coefficient du n*"* terme du dividende. Si le dividende 
n'est pas un polynôme complet, il faut rétablir les term^ qui man- 
quent, en leur donnant zéro pour coefficient. 

Exemple. Trouver le quotient et le reste de la division du polynôme 
3»*— 4ap4_«2«* + 7 par 05— 2. On écrit ainsi le dividende 

3»* — 4«* + 0af» — 2«» + 0a;+7; 

on trouve pour quotient 3»* + 2»» + 4«' + 6» + 12» et pour reste 31 . 
Si Ton applique la loi précédente aux exemples du n** 98, on trouve : 
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si m est pair; 

n>m _ /jM *>#!■* 

et ^ =af^»— eMf^+a*c-^- + a— ^r»— a— 'x+o— ^ — ^, 

x-\-a « +<> 

si m est impair. 

si fn est imp^r j 
et î!l±-^=«""* — a^""' + û^j"- ' — — a*-^x* + a— 'x— tt*-» +• ?^'^ 



1^1 w eçt pair. 
Op peut, d'ailleurs, obtenir directemept ces formule». 

80. Théorème. Si un polynôme A, entier en x, se réduit à zéro, 
quand on y remplace x par a, ou par b, ou par c (a, b, g, étant 
des nombres inégaux), ce polynôme est divisible par le produit 

(x— a)(x-rb)(3^-p). 

fin effet, puisque A 6*annule pour o^sa» il ett divisible par 
(x — a) (77). Si donc on désigne p^r Q le quotient, ratittr en x, 
que Ton obtient^ on a : 

A==(a;-a)0. 

(Jelt^l égalité ayan^ liei^, quel que spif a?, pq peut y supposer 
j{p=6 ; et, si Pon (iésigne par Q^ la v^leuf ^e Q, dans çe|.tç hypo- 
Ihèçe, Tégs^Hlé devient 

Q=:(6— a)0». 

Or, la difféi-ence (b — a) n'est pas nulle, par hypothèse: donc i 
Q»s=0. Donc Q sst divisible par {x — b) (77). Qiésignant le quo- 
tient par Q', on a : 

Q={x-b)Q'; 

et par suite, A = (a? — a) (rp — è) Q'. 

Cette égalité ayant lieu, quel que soit a?, on peut y supposer 
a;=c; et elle devient: 

= (c-.a)(c-6)Q'e, I 

Q', étant la valeur que prend alors Q'. 
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Or, les différences (c — a), (c— 6), ne sont pas nulles: donc O'. 
doit étr^ nul. Donc Q' est divisible par (x—c); et, ei» désignant 
le nouveau quotient par Q", on a ; 

d'où A =(» — o) (a? ~ t) (x^ r)(F. 

Donc A est divisible par le p^oduît (a? -^ a) (a?—») (*— c). 

EXERCICES. 

I. Trouver la coi^dition nécessaire et suffisante pour aue («"— o") soit divi- 
sible par (of* — a"). 
Il faut et il stiffit que m soit divisible par n. 

U. PrQiiver qi^e )e polyncfue 

est divisible par le produit («— y) («— x) (y — jî). 
m. Prouver que le polynôme 

sfi'y^x*'-\- yjTfx'-f xi'xfjf^— a^yizp — i/'";f?a;>' — i^'x^yf 
est divisiUe ]>ar le mette produit. 

IV. Prouver que , si m est impair, le polynôme 

(a + b+ c)- — o- - 6-— c- 

est divisible par le produit (a -h &) (a + c) (b + c). 
La démonstration des exercices II, III, IV, s'appuie sur le théorème du n* 80 

V. Si un polynôme, entier en c, a pour coefficieqts des nombres entiers, et 
s'il prend des valeurs numériques impaires, quand on y remplace x par 
par 1 successivement, ce polynôme ne pourra se réduire à zéro t)oar aueude 
valeur entière attribuée à x. 



CHAPITRE IV. 

DES FK^CTfQiyS AlfiaËQIlIQjUEÇ. 

81. Définitions. Lorsqu'une expression A n'est pas divisible 
par une expression B, on indique le quotient, comme on l'a vu, 
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k 

(62) par la forme ^. Cette expression porte le nom de fraction 

algébrique. Le di?idende A est le numérateur; le diviseur B est le 
dénominateur ; A et B sont les termes de la fraction. 

Une fraction algébrique est plus générale qu'une fraction 
arithmétique ; car les termes de la première ne sont pas, comme 
ceux de la seconde, assujettis à être des nombres entiers. Mais 
nous allons montrer que les règles de calcul sont communes 
aux deux genres de fractions. 

$ J. Transformation des fractions algébriques. 

82. ÏHiioRÈME. On n* altère pas la valeur d'une fraction algébri^ 
que^ en multipliant ses deux termes par v/ne même quantité. 

En effet, soient ^ la fraction proposée, et m le multiplicateur. 

Représentons par une lettre q le quotient de la division de a par 
6 : on a, d'après la définition même de la fraction, 

a = bq. 

Multipliant par le même nombre m ces deux quantités égales, 
on a : 

am = bqm = bm>q ; 

et, divisant par bm les deux produits égaux, on obtient l'égalité 

am am a 

■^=9> ou ■^ = -^, 

qui démontre le théorème. 

La mêm^ formule prouve que Von n'altère pas la valeur d'une 
fraction^ en divisant ses deux termes par v/ne même quantité. 

Le principe fondamental étant ainsi le même en algèbre qu'en 
arithmétique, les conséquences seront les mêmes. 

ft5. Simplification des fractions. On simplifie une fraction 
algébrique^ en supprimant les facteurs communs à ses deux ter- 
mes (82). 

Lorsque les deux termes sont des monômes, il est toujours 
facile de découvrir leurs facteurs communs. 

Soit, par eiemple, la fraction —-rr^. Le plus grand commun diviseurdes 
coefficients est 4; quant aux facteurs littéraux communs, on reconnaît immédia- 



Digitized 



by Google 



DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 57 

tement un facteur a, trois facteurs h, un âicteur e, et un facteur d. En les sup- 

9a'e 
primant, on obtient la fraction simplifiée -ri?^. 

Lorsque les deux termes sont des polynômes, on trouve en- 
core immédiatement leurs facteurs monômes communs. 

12 a*h* ^ 8 a'b^ 
Ainsi, dans la fraction &i,— 90 aM » ^^ aperçoit le facteur monôme 4a'& : 

si on le supprime, la fraction se réduit à aZ"t;M '* 

Mais il n'est pas aussi facile de découvrir les facteurs poly- 
nômes qui seraient communs aux deux termes : la recherche 
de ces facteurs se rattache à la théorie du plus grand commun 
diviseur algébrique, qui appartient à Falgèbre supérieure. Ce- 
pendant il arrive quelquefois que des caractères particuliers 
permettent de les déterminer. 

Prenons pour exemple la fraction 

o^ — 2o^4-4a»—7o+4 
o*-|-oa — 6 

On reconnaît que le numérateur et le dénominateur s'annulent pour l'hypo- 
thèse a= 1 : ils sont donc (77) divisibles tous deux par (a— 1). Si l'on sup- 
prime ce facteur commun, la fraction se réduit à 

o^~a^-h3o — 4 
a + 6 
De même la fraction 

6acH''-lS0c*d;' 

peut s*éciire, en isolant les facteurs monômes communs aux termes du numé- 
rateur, et les facteurs communs aux termes du dénominateur, 

6(?'dMa-3b) * 

et, sous cette forme, on reconnaît que 2c^d' (a — 3 6) est commun aux deux 
termes. La fraction se réduit donc à 

4d (o-f 3b) 
3c 

84. RÉDUCTION DES FRACTIONS AU MÊME DENOMINATEUR. Otl 

réduit des fractions au même dénominateur^ en multipliant les deux 
termes de chacune (Telles par le produit effectué des dénominateurs 
de toutes les autres. Ainsi les fractions 

a c e g 
b' 5' 7' h' 
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deviennent, par cette treinsforpiâtion, 

adfh cbfh ebdh ghdf ^ 
bdfh' hdfh^ bdfh^ hdfh} 

elles n'ont pas changé de valeur (82) ; elles ont pour dénomi- 
nateur commun le produit des djênominateuTB primitifs. 

On peut quelquefois obtenir un dénominateur commun plus 
simple que ce produit : car il suffit de choisir, comme en arith- 
métic|u^y une exprejs^jon ^v\sihk par pb^çqn deç dénomina- 
teur^ partic^lier$. |aors(}ue cçç dénominateq^ ^nt monômes, 
ce muipiplp çommwn est ^g^l au produit 4u plus petii multiple 
cofpmiin d^s coefficients, paf* Ips Capteurs littéraux pris chacun 
avcpleifr expQS^^t je plus é)ey^. 

Soient; par exemple^ les fractions 

A B p 

le plus petit multiple commun est 144 a%*(^. Les quotients de ce monôme par les 
dénominateurs sont respectivement \2b^G^} 94(f} ^Q^b^- Le^ fractions é(}uiva- 
lei^t^s sont donc 

Axnb^c» ^>f;^çç^ Ç><i^fb' 
144a36«c3 ' 144 o3b*c^' 144 a4^c^' 

Si les dénominateurs sont des polynômes, la recherche d'un 
multiple commun plus simple que leur produit ne peut s'exé- 
cuter, en général, qu'à l'aide des théories de Falgèbre supé- 
rieure* Gepeqd^nt \l pept eirriyer que des qojisidératioqs parti- 
lières en fournissent Texpr^ssiop^ 

Soient, par exemple , les fractions 

1^ ^+^ ^^b a^+W 

^' 2(i{»-«r)' kqia-^h)' 9q?{fL^'-h^) 

Comme a» — b»= (a 4- 5) (a— b), on voit que Texpressloli SSdHi» (a?— è») est 
divisible par chacun des dénominateurs ; le^ quotients sont respectivement 

na^a^-b^, 18a^b(a4-&), 9a62(o— b), 46»; 

et les fragtioss équivalentes sont 

24 g» (g^—b ») ISa'b (o+b )' 9qy ja^b]' ^^fet^-fr^W 
36 a^b^^a^-b^)^ 36 tfb' [q'-b^y 36a=»b^ {a^^b^y Sôa^b^o^-b»)' 

$ II. Opérations sur les fractions algébriques. 

85. Addition. Lorsque les fractions ont le même dénominateur^ 
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on additionne les, numérateur s y et l'on donne à la somme le dénomi- 
nateur commun. 

Ainsi ±+t+l + l = ^±ttS±É; 

m ^ m * m ^ m m 

eav les produits par m de chacun des membres de cette formtile 
sont (30) égaux è (a+ô+c-f d). 

Si les fractions ont des dénominateurs différents, on les réduit au 
même dénominateur; puis on appliquée la règle précédente» 

86. Soustraction. Lorsjjue les fractions ont le même dénomina- 
teur, on ^çmtrmt le second numérateur duprmmr^ et Von donne à 

la différence le dénominateur commun, 

... ah a — 6. 

Ainsi = ; 

mm m 

car les produits par m des deux membres de cette formule sont 
égaux (50) à (a— 6). 

Si les fractions ont des dénominateurs différents, on les réduit au 
même dénominateur; puis on applique la règle précidentei. 

87. Multiplication. On multiplie une f)raction par une autre^ 
en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre 
euXj puis en divisant le premier produit par le second. 

a oi 

En efifet, soit à multiplier la fraction r^ par la fraction t?. Dési- 
gnons par q et g' les valeurs de ces deux fractions^ de sorte qu'on 
a, par définition : 

a^bg, a'=b'q\ 

Multiplions ces égalités membre à membre; noiis aurons : 

a^'^bqMq\ ou (88) aa'^bb'qq', 
DiyiçQiis maintepant l^s 4aux ptieml^res p^r fitb\ nous aufOQç : 
aa' . aa* a ^a' 

e^ qvA dém^re la règle éooneée. 

H r^ultg de cetta r^gld que k produit 4e plusimrs fractions est 
une fraction égale au produit des numérateurs divisé pair k produit 
des dénominateurs. 
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nh,f 



4- • ^v^» v^» _ aa;a\... . 
Ainsi ^X-pX^' bbh\...' 

et par suite \ç^j =r^. 

88. DIVISION. On divise une fraction par unt autre, en muUi- 
pliant la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. 

a a' 
Soit, en effet, à diviserr par p. Posons encore, 

a=bq, a'=Vq\ 

et divisons ces égalités membre à membre; nous aurons : 

a^bq 
a' "~ bY 

Multiplions les deux membres P^r r-| nous aurons (87) : 





ab' bqb' 
a'b b'q'b ' 


oa simplifiant le second 


membre (83), 


c'est-à-dire 


ab' q 
a'b~q" 

b^'^—b'b" 



ce qui démontre la règle. 

g m. Des exposants négatifs. 

89. Définition. On a vu (54), que le quotient de la division 

de a" par a" est a*""" : mais la démonstration suppose que Ton 

a m>n. Si Ton a, au contraire, m<ji, le quotient doit s'écrire 

* fl*" 

sous forme de fraction, — ;. On peut alors supprimer m facteurs a 

communs aux deux termes, et la fraction prend la forme jr:;» 

D'un autre côté, si Ton appliquait la règle des exposants au 
cas où Texposant du diviseur surpasse Pexposant du dividende^ 
on écrirait : 

a"* : a* = a"*~*. 
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Par suite, on conservera à cette règle toute sa généralité, si l'on 
cmvient que l'expression a"' représente la fraction -, 

Nous admettrons, comme déflnition, qu'une lettre affectée d'un 
exposant négatif exprime une fraction, qui a pour numérateur 
l'unité, et pour dénominateur la mime lettre affectée du même expo- 
sant pris positivement. Et nous allons voir que cette notation 
permet de généraliser quelques théorèmes. 

Et d*abord» la formule 

a-=±. [1] 

ayant lieu, par définition» quand m est positif, est vraie, par 
cela même, pour des valeurs négatives de m. En effet, si Ton 
suppose m= — tn',— m deviendra égal à w'; et les deux mem- 

bres de la formule [1] deviendront a~' et — -,. Or, par défini- 
lion, oT^ss -y, puisque m' est positif : donc -^^ est le quotient 
de 1 par —i ou a*' (88). Les deux membres sont donc égaux. 

90. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA 

MULTIPLICATION. Oua démoutré (28), pour les exposants positifs, 
la formule 

a'^Xa''=za'^\ [2] 

Cette formule est encore vraie, si l'un des deux exposants, ou 
tous les deux, sont négatifs. 

Supposons d'abord m positif, et n négatif et égal à— n' , nous 
aurons : 

a a 
Mais -^= a**-*', en vertu de la règle générale de la division (89). 
Donc o"*xa*=a*"*', 

ou, en remplaçant n' par — n, 

a'^Xa''=a'^^''. 
Supposons maintenant m etn négatifs tous deux, et égaux a 
— w' et— n' ; nous aurons : 

a-xa-=a-«'Xa-' = J, x p = ^ 
ce qu'il fallait démontrer. 
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91. GÉNél^ALISAtlOlV DE LÀ RfeaLfi DfiS Bj»>ÔSAMTS POlhl LA DIVI- 
SION. Oii a (89), pour des valeurs positives de m et n, la formule 

ar:a''z=za'^-\ [3] 

Celta (prmule est encore yr^^je, si l'un des nombres, m pu n, ou 
lpi)s les de^q^, ^o^t négatifs. 
Sppposonç d'abord w= — m', et n positif; nous aurons : 

Si, au contraire, m est positif, et n négatif et égal à-^n', on a : 



Si etlliil oii d, à la fois, m=: — m',?i==— n^ on aiira : 
a*" 



1 I rt"' j - 
a*":a*=a-*»':a-'*'=--r.: -7 =--7 =«*'-"»'= a*^*, 



a"" 
La formule [3] est donc vraie dans tous les cas. 

92. Généralisation de la règle des exposante pour les 
PUISSANCES. Ohâdémotitré (89), pour léi vaieutà positîVes dew 
et de il, là fbrtnulé 

(a*»)*=a-*», [4] 

Cette formule est pncpre vraie, si l'vm dps npmbrpç m pu n, on 
tous les deux, sont négatifs. 

Supposons d'abord m positif, et n négajjf et égal à — r\'; nous 
aurons : 

(«-)••= (a«)-'= (^ = ^, =a--'=a«^''')=a-. 
S(it)po60n9 ensuite m=s-.m'^ et n positif) nous aurons : 
(a-)-=(a-«r =(^)* = -k =a-'-= a<-«>=a-. 
Supposons enfin m=— f}i',n=— fi', à la fois; nous aurons : 



La règle est donc générale. 



==a^*'=r c^. 
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S IV. Théorèmes et applications. 

a a' à" 
95. T^iJoaiMiB. Si plusi^w^ fraçtior^ y» "p> p» • * • ^^^ ^ff^/es 

tWé éM^ bh bbtknt nrul fraction égalé à chacune (Pelles, en divi- 
sant la somme deè numérateurs pat ta èorfirne deà dénominateurs. 
£a effet, désignons par une lettre q la valent* commune de 
toutes ces fractions ; on aura, par définition, 

a = bq, a' = b'q, ol' = V%.r, 
d'où, en ajoutant ces égalités membre à membre, et mettant q 
en facteur dans le second membre. 

Par suite, en divisant lèis deux membres par (fr+^'+^"4---)» 
il vient: 

h + b' + b"+...r'^^b' Loj 

ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaires. l«On peut, avant de faire Taddition, multiplier 
les deux termes de chaque fraction par un même ndmbrë quel- 
conque. Ainsi 

a_a'k a'_ay d^^a^" 
b~m! èr'""Fv' b'~~W"* 

Gomme les fractioiis n'ont pas changd de Valeur, on en conclut : 

al+a'V+a'^''+ al _a ^ . 

5X+6'X'-|-6"X"-f-. . . . "" 6X ■" b* ^ •• 

^"^ Si l'on élève chaque fraction au carré, on a, en les suppo- 
sant positives, 

d*où, en extrayant les racines carrées des divers membres, 

6~ F- b^ yb^+b'^+v^+:— ^ ^ * 

Ainsij si plusieurs fractions sont égales^ chacune d'elles est égale 
au quotient de la racine carrée de la somme des carrés des numé» 
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rateurs^ divisée par la racine carrée de la somme des carrés des déno- 
minateurs. 

94. Théorème. Si plusieurs fractions^ à termes positifs, so9it 
inégales^ la fraction formée j en divisant la somme des numérateurs 
par la somme des dénominateurs^ est comprise entre la plus grande 
et la plus petite d'entre elles. Soient, par exemple, 

a a* a" a*' 



Si Ton pose t =^> à* où a^bq^ 

on en conclut : a'> b'q^ a">Vqy a'>b'^q ; 
d'où, en ajoutant, membre à membre : 

a+a'+a'^+a"^ 
e^P^r suite, ^_-_^,>g, 

g+g^+a^+a^ ^ a 

b + b'+b'^b'^V 

a" 
Si l'on pose Tm=Q, d'où g** — 6'g, 

on aura: a!'<iVq, a'<b'q, a<ibq\ 

puis, ajoutant membre à membre, on aura : 

g+g'+g"+g''<(6+6'+6"+r)(/, 

<ï'oùrontire: ;+;:+:::|;: <., 

ou a+a'-\-al^+a- ^a\ 

b + b'-\'b"-\-b'''^b'"' 
ce qu'il fallait démontrer. 

On démontrera aisément des corollaires analogues à ceux du 
théorème (05). 

EXERCICES. 

I. Vérifier la formule 

îVffl . (ar^-^b^) (y»-6») (jy'-b») (g^-c^) (.y'-c^) (i» — ç») 

=a?» + y» + jsf' — 5'— c». 
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IL Vérifier la formule 

y^^ {y^^h^) [z^^b^) (v»-0 jz^-^c^) _ ^ 
h^c^ "^ 6» {b^ — c') "^ cï(c»-b2) — *• 

IIL Vérifier la formule 

IV. Vérifier la formule 

V. Vérifier la formule 

1,1.1 



(a-5) (a— c) (a? + a) (b— a) (b— c) (a? + 5) ^ (c— a) (c-6) (x + c) 

_ j 

'^iat + a) (x+5) (»+c) • 

Les formules I, II, III, IV, V se yérifient en réduisant les deux membres 
au même dénominateur : on rencontre alors des identités. * 

VI. Simplifier l'expression 

1 — o» 



On 
VII. 


trouve 
Simplifier 


l'expression 


1 

1 




1 - 


ja + b + d+ab)»*» 



.(l+gb) {l + ob+(o + b)a?l -Ça-hb) (a +b-Kl + ab)a;) 



On trouve j^p. 

VIII. Vérifier la proportion 

e e e 




e 






IX. Réduire l'expression 


a+3b a + 3b 
1 . 1 


• 



05»— 1 ««+1 «"—i "**»-+ r 

et vérifier qu'elle est un polynôme entier en x, 
Alg. B. I'» Partie. 
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X. Réduire l'expression ' 

et vérifier que la somme ne contient pas de dénominateurs. 



CHAPITRE V. 

DES RADICAUX ALGÉBRIQUES, 

9S. DÉFINITIONS. On a vu (29) que, pour élever un monôme 
entier à la puissance rfr\ M faut élever son coefficient à la puis- 
sance m*"', et multiplier par m tous les exposants. Par suite, si 
le coefficient d'un iBonome^st une puissance m"' parfaite^ et si 
ses exposants sont tous multiples de m, on exlrak Ui TAûme av 
de ce monôme, en extrayatit la racine m"*" du coefficient, et en divi- 
sant par m tous les exposants. Ainsi 



Le plus souvent il n'existe pas de monôme rationnel dont la 
puissance m"" soit égïde à un.moHoroc domié ; alors on ne peut 
qu'indiquer la racine m"^ à l'aide ^un signe. On désigne par^K 
le nombre dont la puissance m"" e^^- égale à A, Ce nombre se 
nomme radical y et m est l^iadice in radical. On doime aussi le 
nom de radical au signe seul 7 • 

Lorsque A est un polynôme,!! n'arrive presque jamai»^ qœsa 
racine m"" puisse s'exprimer par un autre polynôme; d'ailleurs 
les règles qui' conduisent à sa valeur, quand elle existe sous cette 
forme, ne se démontrent que <ia«s la seconde partie de Talgè- 
bre. Nous l'indiquerons, dans tous les cas, par le signe ^1* 

96. Des différentes valeurs de 7^^. Si l'on se borne à con- 
sidérer les nombres positifs, 7a a, d'après note 4éfiBitiMi, une 
valeur unique et déterminée. Mais les conventions faites en 
algèbre nous obligent, dès à préseraî, à lui donner un sens plus 
étendu- Il peut arriver quatre cas. 
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1" Si A est positif, et que m soit pair, la racine m^ de A a deux 
valeurs égales et de signes contraires. En effet, si l'on élève & 
la puissance m"" le nombre y A, quel que soit le signe qui le 
précède, oii obtient toujours A, puisque le produit d*un 
nombre pair delasteurs négatifs est positif (40). Par exemple, 
v/ï" représente, d'après nos conventions, — 2 et + 2; car ces 
doux nombres ont tous deux pour carré le nombre 4. 

2" Si A est positif et m impair, il n'y a pas lieu, pour le mo^ 
mmtj d'attribuer à ^A uqe signification plus générale qu'en 
arithmétique. Ainsi v^8 = 2. 

d"* Si A est négatif et m pair » v^A ne représente aucon 
nombre poaitif ou négatif; car les puissances paires d'un nombre 
positif ou négatif sont toujours positives (40). 

4° Si A est négatif et m impair, posons A= — A'; alors 
yx=y — A' = — V^'i car m étant impair, la puissance m"^de 
— VÂ^sera — A' ou A (40). Ainsi ^'^^^^^ — ^ 8 = — 2 ; car le 
cube de — 2 est — 8. 

Ces généralisations sont, en algèbre, d'une grande importance ; 
elles recevront plus tard de grands développements; mais il 
n'en sera plus question dans ce chapitre. Nous ccmidirerons 
seulement les racines positives des nombres positifs. 

§ 1. Transformation des radicaux. 

07. Principe.!. Lorsqu'un radical est multiplié par un facteur^ 
on peut faire passer ce facteur sous le radical, pourvu qu*on Félève 
à une puissance marquée par rindice. Ainsi 

ayb = yârb7 [1] 

Pour le prouver, il suffît de remarquer, qu'en élevant a 7 5"et 
5/ a*6 à la puissance m*% on obtient des résultats égaux. En ef- 
fet» la puissance fn*"' d'un produit étant le produit des puis- 
sauces m"*** des facteurs, on a, pour la première expression : 

D'ailleurs on a, pour la seconde, d'après la définition même, 

(;^)-î=a*6. 
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La même formule [1] démontre, qu'on peut faire sortir m 
facteur placé sous le radical^ pourvu qu'on en extraie une racim 
marquée par Findice. 

08. Principe II. On n'altère pas la vakur d'un radical^ en mul- 
tipliant rindice et Pexposant de ce radical par un mime nombre 
Ainsi 

;^^=-^a•^ [2] 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élevant v^a^et 
70^ à la puissance wp"»% on obtient des résultats égaux. Et en 
effet, la seconde expression, élevée à la puissance mp*^^ donne, 
par définition, a*'. Quant à la première, comme la puissance 
mp"^ d'une expression est la puissance p*"' de la puissance m** 
de celte quantité (28), on a : 

Les deux résultats sont donc bien égaux. 

La même formule [2] démontre, qu'on peut diviser rindice ei 
l'exposant dCun radical par un même nombre^ sans altérer sa 
valeur. 

99. Simplification d'un radical. Lorsque le radical porte sur 
une quantité élevée à une certaine puissance, on peut souvent 
lui faire subir une simplification. 

1® Si l'indice de la racine est égal au degré de la puissance, les 
deux opérations se détruisent. On a, en effet (98) : 

2« S'il existe un facteur commun à Vindice de la racine et à 
V exposant de la puissance y on^ peut te supprimer. On a, en 
effet (98) : _ 

"yja'^^^lja''. 

3* S'il se trouve sous le radical un facteur dont l'exposant so\l 
multiple de Vindice de la racim, on peut le faire sortir du radical, 
en divisant cet exposant par Vindice. On a (97} : 

100. RÉDUCTION DES RADICAUX AU MÊBfE INDICE. Soicnt deUX 

radicaux Ija^ yW\ on peut multiplier l'indice et l'exposant du 
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premier par n, indice du second; puis -multiplier l'indice et 
Texposant du second par m, indice du premier (98) ; on obtient 
ainsi : "v'ô^ et "(J/6«'". Ces radicaux ont le même indice ; car 
cet indice est le produit des deux indices. 

On réduit donc deux radicaux au même indice^ en multipliant 
Vindice et l'exposant de chacun d'eux par Findice de fautre. 

On réduit de même plusieurs radicaux au même indice^ en multi^ 
pliant l'indice et l'exposant de chacun d'eux par le produit effectua 
des indices de tous les autres. Ainsi les radicaux 

V^â=, ;/6"S sITh y/'d?y 
deviennent, par celte transformation, 

"""v'â^^, ""7^^, ""7?^, ""75^=ïï^. 

Ces règles ont beaucoup d'analogie avec celles à Taide des- 
quelles on réduit les fractions au même dénominateur. On peut 
même pousser l'analogie plus loin, et donner aux radicaux un 
indice commun égal au plus petit multiple commun de lep^rs indices. 
En effet, soit \i. le plus petit multiple commun aux indices, m, 
n, p^q; de sorte que l'on ait : 

jx=7nm', fx=nn', fA=pp', \i.=qq'; 

en multipliant l'indice et l'exposant du premier radical par m 
et ceux des aulres par n', p', q\ respectivement, les radico 
deviennent, 

%^, "v'F', '^?^, 75^', 

ou V^. Và^'y y^y V^'- 

§ n . Opérations sur les radicaux. 

101. Multiplication. Lorsque les radicaux; ont le même indice, 
pour faire leur produit, on multiplie les quantités placées sous les 
signes^ et Von affecte le produit du signe commun. Ainsi : 

Pour le prouver, il sufflt de remarquer, qu'en élevant les deux 
membres à la puissance m"^, on obtient des résultats égaux. Car 
le second devient abcd, par définition ; et comme la puissance m*^ 



Digitized 



by Google 



70 LIVRE I. 

d*un produit est le produit des puissances m"^'* des facteurs (29), 
le premier membre devient : 

{"sjl xTàX ^ê X ySr = (VâT iW CfcT (?5)- z=.abcd. 
Si les radicaux rCont pas le même indice^ on les ramène à tm-m* 
dice commim (iOO), et on applique la règle précédente. Ainsi : 

Si Us radicaux ont des coefficients numériques ou littiraMa>, on en 
fait le produit. Ainsi : 

102. Division. Lorsque les radicaux ont le même indice, pour 
diviser "le premier par le second^ on divise les quantités placées sous 
les sigiies, et Von affecte le quotient du signe commun. Ainsi : 



"si a Va 



[4] 



Pour le prouverai! suffit de remar4uer, qu'en élevant les deux 
membres à la puissance fn*"% on obtient des résultais égaux. Et, 

en effet, le second devient, par défioitîao» r-. Quant au pcemier^ 

comme la ptûsamice m** d*une fraction est le quotient des puis- 
sances w**" de ses deux termes (87), il devient : 

Si les radicaux ont des indices différents, on les ramène au même 
indice, et Ton applique la règle précédente» Ainsi : 






Si les mUcavoi ont des coefficients, on en fait le quotient. Ainsi 






' kuyi 

103. Puissances d'un radical. Pcw ékwr un radical à une 
puissance, on élive à cette puissance la quantité placée sous k ra- 
dical. Ainsi : 

(7F)'=7?î. [5] 
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Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en élerant Tes 
tfeux membres à la puissance m"'*', on obtient des résultats 
égaux. Et, en effet, le second deTÎent, par la définition, cf». 
Quant au premier, comme la puissance m** de la puissance p^ 
d'une quantité est égale à la puissance fm"^ ou à la puiâsance 
mj»*** de celle quantité, et réciproquement, on a : 

}(7^'r=(Vj.r=(7^.r''={(7^-r}'=(ar=a-. 

Après l'opération, on simplifie le radical, s'il y a lieu (90). 
Si le radical a un coefficient ^ on V élève à la mémo pmtsunùe. 
Ainsi: 

104, Raqnes d'un radical. Pbm* extraire une racine d'un 
roMcatj on multiplie rindice du radical par Findice de la nacme, 
et Ton simplfie ensuite le résultat^s'iL y ai lien;. Ainsi : 

Pour le prouver, il suffit de remarquer qu^ien flevant les deux 
nseariiBes à la ptiissance mp^^ on obtient des résultats égaux. 
Bt^ CB effets te second devient alcnr^, par la définition, a*. Quant 
au premier, comme la puissance m^)*"' d'usé quantité est égateà 
la puissance m"** de la puissance p^' de cette quantité , on a : 

im''^ I (v7r«)'r= wà-r -«•• 

§. m. Des expos nts fractionnaires. 

168. Définition. On a vu (9S) que, pour extraire la racine p** 
d'une quantité a'"^ dont l'exposant est multiple de l'indice, il 
suffit de diviser Texposant par l'indice. Ainsi (/ô*^ = a"». Mais, 
â la division n'est pas possible, la règle ne s'applique pluSj et la 
racine p"^ de a*^ s'écrit alors C'a?. Si, toutefois, en appliquait 

encore la règle précédente à ce cas^ on devrait écrire a?^ On 
conservera donc à cette règle toute sa généralité, si l'on convient 

m 

de représenter le radical Ç^a"* par le symbole o^. 
Nous admettrons, comme définîlîon, qu'une fcm^a, afftttée 

éT'iM.esfpûsmt fmaioxumn — ^ représente utij radical quia pour 
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exposant le numérateur m, et pour indice le dénominateur p. Et 
nous allons voir que cette notation nous permettra d'énoncer 
plus simplement les résultats précédents. 
Maïs, avant d'en montrer les avantages, nous ferons remar- 

quer qu'elle n'implique pas contradiction ; et que l'expression a' 
conserve la même valeur, si on y remplace l'exposant — par une 

fraction égale -y ^ En d'autres termes, si l'on a — = — , 
P P P 

on aura aussi a^= a"', 

c'est-à-dire, en vertu de nos conventions, 

Or cette dernière égalité est évidente : car si l'on réduit ces doux 
radicaux au même indice, ils deviennent "v/a*"»" et "y/ô^; et l'on 

voit qu'ils ont alors le même exposant, puisque l'égalité — = — , 
entraîne J'égalité mp' = m'p. 

106. GÉNÉRALISATION DE, LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA 

MULTIPLICATION. On a démontré (28), pour les exposants entiers 
et'positifs, la formule 

a*"Xa*» = a«+*. [1] 

Cette formule est encore vraie, si l'un des exposants m ou n, ou 
tous les deux, sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m fractionnaire et égal à -, n restant en- 
tier; nous aurons, d'après la définition et le principe I (97) : 

a*" X a»* = a« X a»* = V^ X a»* = v^a^Xa"' = \/'âF^ ; 
or, si Ton applique notre convention à celle dernière expres- 
sion, elle devient, a "^ ou a^^"; 
donc a'iXa'' = a'^ • 

Si maintenant les deux facteurs ont des exposants fraction- 

p r 

naires, m = -, n=-, on aura: 
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or ce dernier radical peut s'écrire, d'après nos conventions, 

clin E.t 

A «• OU a« '; 

donc a'^Xa'zzza^^'. 

107. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA 

DIVISION. On a (80), pour des valeurs entières et positives de 
m et de n : 

o'*:o"=a"*-*. [2] 

Cette formule est encore vraie, si m ou n, ou tous les deux, 
sont fractionnaires. 

Supposons d'abord w== 2, et n entier; nous aurons : 

a"»;a»=a«:o*=v/â?:a*»= ^0»': v^â^= ^cF^; 
or ce dernier radical peut s'écrire, d'après nos conventions, 

a « ou a« ; 

donc a'^iùT^a'^ . 

Supposons ensuite m entier, et n = 2 ; \\ viendra : 

o*" : a''=ior la^^a"^: l/â^= y/cF^'i y/cl^= y/âr^^; 
or ce dernier radical s'écrit, d'après nos conventions, 

. a « ou a «; 

e «-« 
on en conclut : a'^ia^sssa \ 



Supposons enfin m=^^^n^'; il viendra : 



g' 

et, comme ce dernier radical s'écrit, d'après nos conventions, 

a«' ou a*» ', 
on en conclut: a'^:a^=za'^ ^. 

108. GÉNÉRALISATION DE LA RÈGLE DES EXPOSANTS POUR LA 
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FORHATTOii DES puissiâNCffs. On a iémoutct Cf^, pour fes n* 
leurs entières et positives de m et de n* la formule 

(a-)*=a~''. [3] 

Cette formule est encore vraie, quand m ou n, ou tous les ùbhx, 
sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m=&» n entier; on &r 
et.CQnuiie^ è'apr&s nos eoavenlions,, 

onenconCiUt: (a"*)*=a' =a"**. 

Supposons, au contrafre', m entier et 7i = - ; on a : 

4 

c «i— ■— — — Bi t 

Supposons, enfin, m=?^ n= j; nous aurons : 

iOO. 6â!l3&ELALISiAnO]» D£ LA KÈGUL DES fiXPOSAlIXS POUR L'EX- 

TRAGTiON DES RACINES. On a VU (105) que, n^our des valeurs en- 
tières et positives de m et n, on a la formule 

75^=0^, [4] 

formule démontrée quand n est divisible par m, kmsMàeieMt^ 
vention quand la division n*est pas possible. Cette formule est 
>raie, quand m ou n, ou tous les dieux, sont fractfonnanres. 

Suppoaona d'abord m entier,^ et n.=^- ; noua aucuns: 

or, d'après nos convention-^ "^ô^ s'écrit 
ar^ on a^' ; 
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Supposons, en second lieu, m = -, n restant entier. La ra- 
cine, d'indice -, de la quantité a\ est le nombre dont la puis- 
sance - est égale à a*". Désignons ce nombre par a?, de telle 
sorte que- 

z^sszaTi ou )/x^=a\ 

Si Ton élève les deux membres à là puissance* g*^, puis si l'on 
extcuii des résultats la racine p*^ , on aura successivement : 

donc «5s V^flTssa" ' «s^a*, 

E 

Supposons enfin m=^,n=-; y a* est la quantité a?, dont 
la puissance - est égale à a^ on a donc : 

a;«=a', ou \/x^=^ar. 

Élevant les deux membres à la puissance (f^^ put» extrayant des 
résultats la racine p^, nous aurons successivement : 
/ 

£• ? • 
donc a?=r7a*=a'*«=a'". 

liO. Généralisation dans le cas ou tas exposants fraction- 
naires SONT NÉGATIFS. Nousavons supposé, dans ce qui précède, 
que les nombres m et n sont positifs. Les diverses formules que 
nous avons généralisées sont encore vraies, lorsqu'on donne 
aux exposants fractionnaires des valeurs négatives, pourvu que 

l'on convienne de représenter par le symbole a"« Tex pression 
"Ê (89), ou, ce qui est la même chose, l'expression — = (10^). 
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En effet, si, pour toutes les valeurs positives, entières ou frac- 
tionnaires de m, on a toujours la formule 

les raisonnements qui nous ont servi, dans le diapitre précé- 
dent (89 à 92), à étendre les formules aux cas où les expo- 
sants sont entiers et négatifs, s'appliquent, sans modifications, 
aux cas où ces exposants sont fractionnaires et négatifs. 

Remarquons que la formule [2] (107) n'est vraie, quand on a 
wî<w, qu'autant qu'on adopte la nouvelle convention que nous 
venons de faire. 

Une seule généralisation reste à faire, dans le cas de l'extrac- 
tion des racines. On a (109), pour toutes les valeurs positives 
de met de n, entières ou fractionnaires, la formule 

^■^n=:^. [4] 

Cette formule est encore vraie, quand m oun, ou tous les deux, 
sont négatifs. 
Supposons d'abord n négatif et égal à— n', m positif, on a : 






or, d'après nos conventions, cette dernière expression s'écrit : 



a% ou a-*'**"; 



donc 5/a*=a-'''-*»=a*». 

Supposons ensuite m négatif et égal k —m*, n restant posi- 
tif; "Vô^ est une quantité a?, dont la puissance (—m') est égale 
a a**. Ainsi 

or^'=a% ou ^,= a", ou a;«^=i;=a-*, 
et, par suite, a?=v'^'"=«^=c"**""*'=û"*. 
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Supposons enlinm= — m\ n= — n'; "v^ô-^ est la quantité a? 
qui, élevée à la puissance ( — m'), reproduit a-*'. Ainsi, Ton a : 

a?-«'=a-^ ou prr = J^; d'où a?«'=a-'. 

On tire de là : x ='yjar' = a"*' = ar^ = oT. 

En résumé, toutes nos formules pour la multiplication, la 
division, l'élévation aux puissances et l'extraction des racines, 
sont générales : elles s'étendent à toutes les valeurs positives ou 
négatives, entières ou fractionnaires, des exposants et des in- 
dices. 

$ IV. Applications, 

*111. Rendre rationnel le dénominateur dune fraction. 
Lorsque le dénominateur d'une fraction contient un ou plu- 
sieurs radicaux, il est souvent utile, principalement au point de 
vue des approximations numériques, de le débarrasser de ces 
radicaux, de le rendre rationnel. Nous en donnerons quelques 
exemples. 

1*» Soit -7= : on multiplie les deux termes par y'S , et Ton a : 
m m^a 

2* Soit ^^ - ; on multiplie les deux termes par v'â — y^B; 
le dénominateur devient la différence de deux carrés, et l'on a : 

m m (y/g -^ yfb) m {\/a — y^) 

^l^yjb~ {)Jaf—{yJbf~ o. — à 

o. T^ A m m {y/a + y^) 

3» De même : -= •= = ^^ ^/ • ■ • 

V De même encore : 

m m(ai:p\/6) • 

adzf/b'^ û'-* 

771 

5* Soit -7= p -=. ; on multiplie les deux termes par 

^a — yb'\'yc 
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v/â — \/5 — v'i ; alors , en considérant y^ — ^i comm€ une 
seule quantité, on voit que le dénominateur est encore le pro- 
duit d'une somme par une différence ; et l'on a : 

y/â — \/b + ^c'^ {yJl'-yJbY—^c ""a + 6 — c— 2v^â6' j 

et le dénominateur ne contenant plus qu'un seul radical, on est 
ramené au quatrième cad. 

6* Soît -7= rz -= ; on considère le dénominateur 

V'a — }/b-\-c-^yd 

cmme composé de deux termes (y/a — y/S) et (c — y^, et Ton 
mulliplie par leur différence. On a ainsi : 

m m (y/g — y/b — c + y^d) 

m(y/5 — y/S + y/d — c) 

"^(a+& — C* — d)-~2y^â5 + 2cy/5' 

et le dénominateur ne contenant plus que trois termes, la solu- 
tion est ramenée au cinquième cas. 

?• Soitmainlenant ^rr — st=- On sait que # 

y'a-j- v^ 

On multiplie donc les deux termes par ^?— y^âS + y/ï*, et 
Ton a : _ 

m _ m(sl^—'^yJab+^sfU) 
3/^4-^5 û + ft 

S'' De même : 

EXERCICES. 

I. Simplifier Texpression 

w^--3n + (n»--l)x/nrr4—2 

_ (n+t) sln^ 

On trottT6 ^,1 > 

(n-1) v'n+2 
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II. Vérifier que la valeur 

1-1 II 

annule Texpression «* + 8p» + 2^, 

quels que soient p et q. 

m. Vérifier l'égalité 

11 suffît d'élever au carré les dfiuxmaamlHBS, jiour obtenir ane identité. 

IV. Réduire l'expression 

On trouve hx y'*' — il 

V. Simplifier l'expression 

On trouve «— V^'y . 

a?+y 

VI. Simplifier l'expression * 



vÇ-fT^o^èî + V &3 + y^a»b* • 



On trouve (ûJ + &^)^ 

VII. Que devient l'expression 



1 — aa; / 14-ba? 
1 + aa; Vl— &«' 



1? 



quand on y fait »=- v/^— 

Elle devient égale à Tunité. 

VIII. Que devient l'expression 

quand on y fait 2u=» + -, 2tJ=y+-? 

Elle devient égale à ï -j. ?, 

y oî 

IX. Que devient, dans la même hypothèse, l'expression 

2 {uv + ^ûT^ v^t?2 — i;? 

Elle devient égale à xy-\ . 

xy 
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X. Que devient l'expression ^ 

2aV 1+*" 



quand on y fait « = - (y f— y ô) ' 

Elle devient égale à a + &• 
XI. Que devient l'expresssion 

2a& 
quand on y fait « = "^TT ' 

Elle devient égale à &. 
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LIVRE II. 

DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



CHAPITRE I. 

PRI1\CIP£S GÉNÉRAUX RELATIFS AUX ÉQUATIONS 
CONSIDÉRÉES ISOLÉMENT. 

§ r. Définitions. 

112. ÉGALITÉ. Deux quantités séparées par le signe = for- 
ment une égalité. 

115. Identité. On nomme identité l'expression d'une égalité 
qui a lieu entre deux quantités numériques, ou entre deux for- 
mules, indépendamment de toute valeur particulière attribuée aux 
lettres qu'elles renferment. Ainsi 

5 = 5, 8 = 7 + 1, 

(a? + t/)*=a;'+2ari/ + y«, 

sont des identités. 

114. ÉQUATION. On dislingue plus spécialement, sous le nom 
d'équation, une égalité qui fia lieu que pour certaines valeurs par- 
ticulières des lettres qu'elle renferme^ et qui peut, par suite, servir 
à la détermination de ces valeurs. Ainsi 

3a?~13 = 15— 0? 

est une équation : elle n'a lieu que pour la valeur particulière 
ir=7. 

Une équation a deux membres; ce sont les deux expressions 
séparées par le signe =. Le premier membre est à gauche, le 
second est à droite du signe. 

Les lettres, dont certaines valeurs particulières transforment 
l'équation en identité, se nomment les inconnues de l'équation; 
Alg. B. pe Partie. 6 
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et ces valeurs particulières sont ffis solutions ou les racines de 
réqualion. On représente ordinairement les inconnues par les 
dernières lettres de l'alphabet, x,y,z ... 

Résoudre une équation, c'est déterminer ses racines. On dit 
que les racines d'anc équation vérifient cette éqnaftton, satisfont 
à cette équation, parce qu'elles la transforment en identité. 

La résolution des équations^i^t la partie la plus importante, et, 
d'après quelques auteurs, le but véritable de l'algèbre. 

115. Équations équivalentes. On dit que deux équations, 
qui renferment les mêmes inconnues, sont équivalentes^ lors- 
qulelles admettent ks mimes solutions. On peut toiûûiu'6 substituer 
à une équation une équation équivalente. 

116. ÉQUATION A UNE OU PLUSIEURS INCONNUES. On distingue 
les équations d'après le nombre des inconnues qu'elles renfer- 
ment : ainsi on a des équations à une incofinue x^ à deux in- 
connues X eiy,k trois inconnues x, y, z, et ainsi de suite. 

Ii7. Degr^ d'une équation. Lorsque les deux membres 
d'une équation sont des expressions rationnelles et entières par 
rapport aux inconnues qu'elle renferme^ le degré de Véquatiêu est 
la somme des exposants des inconnues dans le termt où cette somme 
est la plu>s grande. 

EiEMPLBS. 3« — 7 = 8 — 2» 

est une équation du premier degré, à une inconnue x. 

4a;y— 3aj=2 — 5y 
est une équation du second degré, à deux inconnues Xj y. 

§ H. Principes. 

118. Théorème I. On peut aj€f»ter une mime qiÀonlUè a/u» deux 
membres d'une équation ^ sans altérer les conditions qu'elle impose 
aux inconnu>es: en d'autres termes, on forme^ par cette addition ^ 
une équation équivalente à la première. 

En effet, soient À et B les deux membres de cette équation, 

A=B; [1] 

ajoutons aux deux membres la quantité m; nous aurons : 
A-H»=B4-m. [2] 
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Toute solution de l'équation [1] donne, par hypothèse, à A et 
à B, des valeurs numériques égales : donc si l'on ajoute à ces 
valeurs la valeur numérique correspondante de w, on obtient 
des nombres égaux. Or ces nombres sont les valeurs numéri- 
ques des deux membres de l'équation [2]. Donc toute solution 
de l'équation [1] vérifie î'équalion [2]. 

Réciproquement, toute solution de l'équation [2] donne à 
(A+m) et h{B+m) des valeurs numériques égales : donc si 
l'on retranche de ces valeurs la valeur numérique correspon- 
dante de m, les restes sont égaux : or ces restes sont les valeurs 
numériques de A et de B. Donc toute solution de l'équation [2] 
iiérifle Téquation [I]. 

Les deux équations sont donc équivalentes* 

lld. Remarque, m désignant un nombre quelconque qui 
peut être positif ou négatif, on n'ajoute rien à la généralité de 
l'énoncé précédent, en disant : on peut^ sans altérer la signifia- 
cation cTime éqttation, augmmter ou diminuer les deux membres 
(ftm mêmenombre. 

120. GoROLLAmE I. Transposition des termes. On peut tou^ 
jours faire passer v/n terme quelconque d^une équation d'un membre 
dans Vautre, pourvu que Von change son signe. 

En effet, si le nombre m est égal et de signe contraire à l'un 
des termes de l'équation, il le détruira; et ce terme disparaîtra 
danoiembre où il se tcouvait, pour reparaître dans l'autre avec- 
ua signe giflèrent. Par exemple, soit l'équation 

en ajoutant (-*âp) aux deux membres, on obtient : 

2=5— 3»— oj; 

et le tenue' s est passé, comme on yoit, d'un meml»8 dans Tautie, en chan- 
geant de signe. 

121. Corollaihe IL On peut changer simultanément les signes 
de tous les termes d'une équation. Car cela revient à transposer 
tons les termes du premier membre dons le second, et tous les 
tames dli second dans le premier. Par exemple, soit l'équation 

3 -«=15 -2»; 
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transposons tous les termes ; nous aurons : 

OU} ce qui est la même chose, 

«— 3=2j; — 15; 
et tous les termes ont, comme on voit, changé de signe. 

122. Théorème IL On peut multiplier les deux membres d'une 
équation par une même quantité, sans altérer les conditions qu^elle 
impose aux inconnues ^ pourvu que la valeur numérique du multi- 
plicateur ne soit pas nulle. On forme^ par cette multiplication ^ une 
équation équivalente à la pi^emihre. 

Pour le prouver, soil l'équalion proposée : 

A = B; [l] 

multiplions les deux membres par m; nous aurons : 

Am=.Bm. [2] 

Or toute solution de Téqualion [1] donne à A et à B des valeurs 
numériques égales : donc si Ton multiplie ces valeurs par la va- 
leur numérique correspondante de m, qui n'est pas nulle, les 
produits seront égaux. Or, ces produits sont les valeurs corres- 
pondantes des deux membres de l'équation [2] : donc toute so- 
lution de l'équation [IJ est solution de l'équation [2]. 

Réciproquement, toute solution de l'équation [2] donne des 
valeurs égales à km et à Bm; donc, si Toîi divise ces deux nom- 
bres par la valeur correspondante de m, qui n*est pas nulle, les 
quotients sont égaux; et comme ces quotients sont les valeurs 
numériques de A et B, toute solution de l'équation [2] est solu- 
tion de l'équation [1]. 

Ainsi, les deux équations sont équivalentes. 

125. Puisque TonTpeut multiplier les deux membres d'une 
équation par un nombre quelconque, on peut aussi les diviser par 
un nombre quelconque; car diviser par m, revient à multiplier par 

— . Il faut seulement que le nombre m par lequel on divise, ne 

ôOit jamais nul. 

124. Remarque importante. Le principe précédent suppose 
essentiellement, que le multiplicateur m est différent de zéro : 
les équations [1] et [2] ne sont équivalentes qu'à cette condition. 
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El en effet, la seconde peut, si Ton transpose tous les termes 
dans le premier membre, se mettre sous la forme : 

(A— B)m = 0. [2] 

On voit que toute solution de l'équation [1], rendant A égal à 
B, ou A— B égal à zéro, vérifie encore l'équation [2], Mais la 
réciproque n'est plus vraie, si m peut être nul ; car alors l'équa- 
tion [2] pourra être vérifiée, sans que A devienne égal à B. 

EiEMPLE. Soit réquation 

3— a?=15 — 2a;. , [1] 

Multiplions ses deux membres par (a; — 1] ; nous obtiendrons la nouyelle équa- 
tion 

(3-«)(aJ-l)=(15-2x) (a;--l). [2] 

La solution x=l2, qui vérifie la première, vérifie évidemment la seconde. 
Mais la valeur a; = 1 , qui annule le multiplicateur {x — 1) , satisfait à la seconde, 
puisqu'elle rend nuls ses deux membre ; et cependant elle ne vérifie pas la pre- 
mière. 

Ainsi la mulUpîication des deux membres de réquation par un 
facteur, contenant les inconnues, peut introduire des solutions étran- 
gère s. Ces solutions introduites sont celles de réquation qu'on ohtien- 
draily en égalant à zéro le multiplicateur, comme on le voit dans 
l'exemple précèdent. Par conséquent, lorsqu'on aura été obligô 
de multiplier les deux membres par un pareil facteur, on devra, 
après avoir résolu i'cquatlon résultante, étudier les solutions 
oi)lenues, et r.jetiT comme étrangères celles qui annuleraient 
le facteur sans véritier Téqualion proposée. 

Il résulte de là, qu'en divisant les deux membres par une expres- 
sion contenant les inconnuesy on s'expose à supprimer une ou plu- 
sieurs solutions: mais les solutions ainsi supprimées sont celles de 
l équation qu'on obtiendrait en égalant à zéro le diviseur. Par con- 
séquent, lorsqu'on aura été obligé de diviser les deux membres 
par une pareille expression, on devra résoudre non-seulement 
réquation résultante, mais encore l'équation auxiliaire obtenue 
en égalant le diviseur à z'to, et étudier les solutions de cette 
dernière pour les rétablir, si elles ont été réellement supprimées. 

Si le multiplicateur ou le diviseur m, sans contenir les incon- 
nues, est une expression littérale, la transformation est permise ; 
mais il faudra éviter, dans la suite des raisonnements, les hypo- 
jthèses qui rendraient cette expression égale à zéro. 
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125. Corollaire. Évanouissement des dénominateurs. Lors- 
qu'urne équation renferme des termes fractionnaires y on la ramène 
à la forme entière y en multipliant tous les termes par le produit des 
dénominateurs y ou memepasT le plus petit multiple commun à tous 
ces dénominateurs: et Ton obtient ainsi, en général, une équation 
équivalente à la première. Cette règle est la conséquence évi- 
dente du Théorème II et des prindfies siirrles fracâons. 

Exemple I.. Soit réquattofli 

H + ^-i+îtî' w 

multiplions les deux membres parle produit x {x+l); nous aurons : 

2«(a;+l)=aj+l + (aj— 1) (a; + l)aj+3«, 
ou 2«»+2ap=2; + l+af»— «4-3«* [2J 

Il faut remarquer, toutefois; que le facteur âi (»+l)^, égalé àizteoi éonsus 
pour solutions «ssO, «=—1. Ce sont les seules sdutîons (pie la muUàpIiear 
tioa ait pu introduire. Or, elles ne yérifient Téquation [2J ni Tune ni l^a«tre : 
donc les deux équations [1] et [2] sont équivalentes. 

£];eiibue il Soit réfuation 

On voit qu'il suffira de multiplier les deux membres par («*— o*); car ce déno- 
minateur est divisible par les autres dénominateurs (âp -|- à) et {x — a). On a ainsi: 
aj + a + o;— a=l. [2] 

Commeréquatîona*— a*=0 n'a pour solutions que «=4-0 et «=—0, les- 
quelles ne vérifient Téquation [2] ni l'une ni l'autre, les équations [1] et [2] 
sont équivalentes. 

Exemple III. Soit encore Téquation 

si Ton multiplie les deux membres par a;— 1, on a : ^ 

• »— 1— «?=— 1— 6a?-f6. [2] 

Cette dernière équation admet pour solutions 6 et 1 : mais le nombre 6 Térift 
seul réquation [1]; et la valeur â?=l, qui annule le multiplicateur (se— -1), doit 
êtrs0 rQj«té«« 

126. Théorâme m. Lormt^ûn Mèm à une mim$ pommais la 
de^ÂX mwéres ^une équatwni oh introduit j en générai, des jvte* 
tùms étrangères. En effet, soit r^uatfon 

A = 8, IlJ 
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Si Ton élève les deux membres au carré, on a : 

A»=B«. [2] 

On voit qiLc tonte solution de la première est solution de la se- 
conde. Mais cette dernière, pouvant s'écrire sous la forme 

A»— B«=:0, ou (A — B) (A + B)=0, 

renferme à la fois les solutions des deuK éqicatfOBS» 

A— B=0, A + B=o. 

Elle est donc plus générale que k première. 

D.e même Téqualion A* = B^ 

peut s'écrire A«» — B"» = 0, 

oif (A— B) (A«-* + BA"-«+B»A«-»+. . . . +li«-*) = o. 

EUe admet donc, outre les solutions de l'équation [1] qui annu- 
lent le premier facteur, celles de l'équation 

A*-* + BA"^+B*A-^«+...,+B"-»=,0, 

qui annulent le second facteur. 

Lors donc que Ton est obligé, pour résoudce une équttiofi, 
d'élever ses deux membres à la même puissance, il faut, après 
avoir résolu l'équation résultante, étudier Les solutions obtenues, 
et rejeter comme étrangères celles qui ne vérifieraient pas l'é- 
quation proposée. Par exemple, soit Téquation 

V9:=:ï=aj— 9. Il] 

Si, pour résoudre, on élève les deux otembresau carré, on a: 

9— «=«»— Ifias+sai. l^ 

Or, on peut reconnaître que cette dernière équation ei5t Térrflée ^par «= 9 «t» 
par« = 8. Mais, si la valeur x=d convient à Péquation propesée, la Taienr 
x=5 8 ne eonvient pas, et doit être rejetée. 

On se rend compte de ce résultat, en remarquant que l'équa- 
tion [2] .n'est pas seulement le carré de l'équatien [l].; elle est 
aussi le carré de l'équation 

— v/9 — a?=ia?— 9, 
laquelle admet pour solution a? =8. 
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CUAPITRE II. 

BESOLIITION BE L'ÉQUATIOIV DU PREMIER DEGRÉ 
A UNE SEULE INCONNUE. 

S I. Règle pour résoudre Téquation. 

127. Exemples. Les principes, exposés dans le chapitre pré- 
cédent, suffisent pour résoudre une équation du preuîier degré 
à une inconnue. Donnons-en quelques exemples. 

ExEMPLe I. Soit l'équation 

On chasse d'abord les dénominateurs (i*iS) , en multipliant les deux membres 
par 84, qui'est leur plus petit multiple commun. L'équation 

252aj — 112- 21a; = 20« + 168a? + 1092 [2] 

est équivalente à la première; car le multiplicateur est numérique (122). 

On fait ensuite passer dans un membre les termes qui contiennent l'inconnue, 
et dans Vautre ceux qui ne la contiennent pas (120) : on obtient ainsi 

252X — 21a;-20x— 168a; = l0924-112, 

ou, en réduisant les termes dans chaque membre, 

43a;=1204, ' [3] 

équation équivalente à l'équation [2J, d'après le principe (118). 

Enfin on divise les deux membres par 43 (122), et l'on obtient l'équation 
équivalente 

«=28. [4] 

Or, cette dernière équation est vérifiée, quand on y remplace x par 28 : et 
elle n'a pas d'autre solution. Donc l'équation [1] admet la solution 28, et n'en 
admet pas d'autre. 

On vérifie la solution en remplaçant x par 28 dans l'équation [1] ; les deux 

2 

membres deviennent égaux à 75-* 

o 

Exemple II. Les coefficients peuvent ètr.e algébriques. Soit l'équation 

On multiplie tcus les termes par a{fl-^ 6)\ plus petit multiple commun des 
dénominateurs : l'équation nouvelle 

(2a + 6) 6> (a + 6) a; + a^¥ [2] 

= 3oc (a + h)^x + 6 (a + 6)8aî— 3o»6c (a + 6)» 

est équivalente à 1« première, pourvu que l'on ne fasse pas ultérieurement l'hy- 
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pothèsea=0, ou l'hypothèse &= — a, dont chacune annule le pQultiplica- 
teur (124). 

On fait passer les termes inconnus dans un membre et les termes connus dans 
l'autre. L^équation 

a»6>4-3a26c(o + b)» 

= 3ac (a+bJ3x + 6 (a + 6)3«— {2a+&) 5»(a + &) « [3] 

est équivalente à la seconde. 
Puis on met x en facteur commun dans le second membre, ce qui donne : 

a}h^ + 3a^hc (a + by= {3ac (a + 6y4b(a + b)'- (2a + &) h* (a + &) ]a?, 
et l'on divise les deux membres par le coefficient de x. On a ainsi une nouvelle 
équation : 

*~3o«(o + 6)>+b(a + 6)^— C2a + b)&»(a + 6)* '^^ 

qui sera équivalente aux autres, si quelque hypothèse n*annule pas le dénomi- 
nateur. 

Or, le numérateur est égal à a'b { a& + 3c (a + &}') . Les deux derniers termes 
du dénominateur peuvent s'écrire 

&(o+b){(a + b)'-&(2a + b)), 
ou , en réduisant, h (a-\-h) a*. 

Donc le dénominateur s'écrira : 

3ac(a4-b;*+a'&(a + b), 
ou, en mettant a (a-i-h) en facteur commun , 

a(a + b) {ab+3c{a-\-by]. 
Donc enfin la valeur de x peut s'écrire : 

_ fl»&[fl?>-t-3c(a + b)M p., 

^■"tf(a+5}luû+3c(a + 6)M' *" ' 

ou, en supprimant les facteurs communs, » 

-.^.- i«J 

Comme le dénominateur de la formule [5] devient nul, soit pour a=0, soit 
pour 5 = — 0, soit pour c = — ■ , ;.v> > »1 faudra s'abstenir, dans les appli- 
cations, de ces trois hypothèses. 

On vérifie aisément que la solution trouvée satisfait à l'équation [1]. 

128. RÈGLE GÉNÉRALE. Oi) coDclut dc ces raisonnements la 
règle suivante : Pour résoudre une équation du premier degré à 
une inconnue: 1* on chasse les dénominateurs; 2« on transpose dans 
un membre les termes qui renferment Vinconnue, et dans Vautre 
ceux qui ne la contiennent pas; 3* on réduit dans chaque membre 
les termes semblables; k"* on divise le terme iyidépendant de IHnconnue 
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par le coefficient de cette inconnue. Le quotient est la i/akttr d£ 
rinconnue, sous la réserve des restrictions qtie nous avms 
énoncées. On vérifie d'ailleurs cette valeur, en la substituant 
dans l'équation proposée, qui doit se transformer en identité. 

$ n. Equations qui se ramènent au premier degr6. 

Une équation, qui n'est pas du premier degré, peut, dans cer- 
tains cas, y être ramenée^ à l'aide de quelques transformations. 
Nous en donnerons quelques exemples. 

129. L'équation est irrationnelle. 

EXEMPLE I. Soit réquation* 

V'4+7=4-vS? [1] 

Si l'on élève les deux membres au carré, il vient : 

44-«=16 — 8v'ï"+«, [i\ 

on y en faisant passer les tenues. incomiiM à gauci^, lea cotres à droite, et sup- 
primant ceux qui se détruisent, 

8v^î^l2, ou 2^*=^^ [3] 

Élevant encore au carré, on a.: 
[4] 4«=9, xToù «=|. p} 

Comme toute solution de Féquation [IJ vérifie toutes les suivantes, qui en 

sont des conséquences, et que Téqualion [5] n'admet que la solution «=• - , il 

4 
est clair que l'équation [ij n'en saurait admettre d'autre. Hais il n^eât pas cer- 
tain que cette valeur satisfait effectivement à cette équatio : car on a, par deux 
fois, élevé l'équation au carré, opération qui peut introduire des solutions 
étrangèies (126). Il est donc nécessaire de vérifier la solution trouvée par une 

9 
substitution directe. Or, en remplaçant a; par -, le premier membre de l'équa- 
tion [1] devient : 

etlewcond 4— v'«=4-\/|=4 — | = i 

\ Y 4 2 Z 

La Téfififiatûm situait donc; mais. ail» était iodispenaal)!». 

' ■ ■■ ■ ■■■■ ■ ■ • ■■ I ■ 111 ■> Il I !■»■■■ 

* Dans cette équation , \/4 + x et ^ désignent des nombres positifs : nous 
laissons de côté, pour le moment, la double valeur qu'on jieut le«r attrîiaier. 
Il en sera de.m&me dans le reste de ce cbapitre. 
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ExEKPXS IL Soit encore i'équalion 



V'i'^a;— v'l-a? = l. fl] 

Pour faire disparaître un des radicaux, on Visole dans un membre^ en écrivant 

y/a- -y/JZ:^- y/ÎL_ 1 , ^jj 

et Ton ^èye au carré les deux membres ; il vient : 

a? — V'i— «=a?— 2 V«"+ 1, [3] 

ou, simplîfiaxA tt changeant les signes, 

VI— »=2 V^îT— U [4] 

Élevant de nouveau au carr6, on a : 

1— a— 4P — 4 V«+l| [nj 

ou, simplifiant et transposant, 

4 v'«=5aj. («] 

Élevant au carré pour la troisiàm^ fois, nous avons : 

16»=25a;2, [71 

équation que Ton peut écrire, en mettant tons les termes dans h premitr 
membre, 

«(16— 25aj)=0/ [8] 

Pour qu'un produit de deux facteurs soit nul, il faut et il suffit que Tun des 
facteurs soit nul. Les solutions de Téquation [8] sont donc : 

L'équatinn [1] n'admet pas d'autres solutions que celles-là. Pour savoir si elle 
les admet effectivement, ùisims la substitution diccec la. La valeur ss^O donne : 

— ^^=: 1 , ce qui ne signifie rien ; et la valeur »= 57 donne : 



25 



vf-v/rÂ7î='' 



OU, réduisant, g—- g = l , 

ce^iii nJM puvnL A4B8iA«oanB desd«ux solstioaa. ne convient i Féqiia« 
tion [1]. 
Il est facile de voir que la valeur âr.=^<l vérifie Téguation 



\/ï+\/«4- Vl-a? = l; 



16 
que la valeur «= rr vérité l'éqiation 
25 ' 



et que jCqs équations conduisent toutes deux à Ha même équation [7] , en sui- 
vant la même marcbe que pour Fâq^aAion proi^osée. 
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150 L*équalion ne renferme Tinconnue qu'à une certaine 
puissance; alors elle peut être considérée comme étant du pre- 
mier degré, si l'on prend celle puissance pour l'inconnue. 

Exemple III. Soit Téquation 

l+2a?^l — 2a; ^ '-*-' 

On multiplie les deux membres par le produit (1 +2x) (1 —2») , ou par (1— 4x-); 
il vient : 

aCl — 2a;) + « (1 +2a;) =2b (l — 4a;^ , [2] 

ou y effectuant les multiplications, et supprimant les termes qui se détruisent, 

2a=2b— 86a;'. [3] 

Si l'on considère x* comme Tinconnue^ cette équation est du premier degré, 
et on en tire : 



, b— a 4 /b—a 



[4] 



î.^1. L'équalionne renferme l'inconnue que sous un radical; 
elle est du premier degré, si l'on prend ce radical pour in- 
connue. 



Exemple IV. Soit Téquation 



\ax-\- h ' ^ 



[l] 



Comme le numérateur de la première fraction est divisible par son dénomina- 
teur, l'équation peut s'écrire : 

y/cS^h-r ^^^ =^, • [2] 

ou, en chassant le dénominateur^ 

c Vôî— ch — ^âx + b =c*, [3] 



équalion du premier degré, si Ton prend pour inconnue le radical yoï. On a, 
en transposant les termes : 

(c— 1) Vâî=c> + cb— 5; [4] 

et par suite. 

Élevant cette équation au carré, et divisant par a, on a: 



'-K'^éiï' M 
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§ III. Solution de quelques problèmes. 

Nous donnerons, dès à présent, quelques exemples de rulililé 
des équations dans la solution des problèmes. 

1 32. Pboblèbie I. Trouver Vescompte en dedans d'un htUet de 1500//*. payable 
dans 5 mois^ le taux de Vintérét étant 6 pour 100 par an. 

L'escompte en dedans d'un billet est Tintérêt de sa valeur actuelle. Dési- 
gnons cet escompte parx; on remettra au porteur 1500— a? ; et il faudra que 
cette somme, placée à 6 pour 100 pendant 5 mois, rapporte un intérêt x. Or^ 
100 fr., rapportant 6fr. en 1 an, rapportent en 1 mois 0^50, et en 5 mois 2',50; 
1 fr., dans le môme temps^ rapporte donc 0'',02d; et (1500— a;) rapporlent 
0',025x(1500— «). On doit donc avoir l'équation 

(1500— a;)x0,025=a?, 

ou , en effectuant les calculs, 

1500X0,025 — 0,025«=«, 

équation du premier degré, d'où Ton tire 

1500XO,025 _^^,^^ 

^- 1,025 -^^-^^ "\ 

On remettra au porteur dubillet l'excès de 1500 fr. sur l'escompte, ou 1463',41. 

133. Problême H. On a deux lingots d'argent, dont les titres sont 0,775 
et 0,940 ; quel poids doit-on prendre de chacun d'eux pour former 25 grammes 
d'alliage f au titre d« 0,900? 

Soit X le nombre de grammes que l'on doit prendre dans le premier lingot : 
(25 — x) sera le poids que l'on devra prendre dans le second. 

Le poids de l'argent contenu dans x grammes du premier lingot est a? x 0,7 75. 

Le poids de l'argent contenu dans (25 — x) grammes du second lingot est 
(25 — a:)x0,940. 

La quantité totale d'argent contenue dans l'alliage est donc 

«X0,7754- (25— x)X0,940. 

D'un autre côté, pu'squele titre de l'alliage est 0,900, la quantité totale d'ar- 
gent que les 25 grammes d'alliage contiennent doit être égale à 25x0,000; on 
doit donc avoir 

a;XO,775 + (25 — x)XO,940=25xO,900, 

équation du premier degré, dont on déduira af=6«',0636. 
Donc on doit prendre : 

du premier lingot 6>',0606 , 

du second lingot 18«',9394. 

134:. Problème III. Part* et Rouen sont distants de 137 kilomètres. Le char ^ 
bon coûte à Paris 4',25 les 100 kilogrammes, et à Rouen 4S75; les frais de trms- 
port étant, par tonne et par kilomètre, de OS09, quel est le point du chemin 
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pour lequel il y a avantage égal à faire venir le charbon de Vune ou de Varttre 
ville ? 
Soit X la distance du point cherché à Paris; (137~â;) sera sa distance à 

BâUfiE. 

Une tonne de charbon achetée à Paris coûte 4Î^50. 

Les frais de transport de cette tonne à la distance x sont «X 0,09t 

Le prix de revient d'une tonne achetée à Paris est donc 

42,50 + xX0;û9. 
Une tonne achetée à Ronen y et transportée à la distance (U7 — «)yCQûteza do 
même 

47^ + (l37— »)>cO,ûâ. 
OaattEftdanc 

«l,5a+«X 0,09=47,50 + {137 — «) >«û,û», 
équation du premier degré, d'où l'on tirera 

« = 96S2777....; 
donc, distance de Paris au point cherché. . . . 96^,270, 

distance de Rouen 40S722 , 

prix de la tonne 51^16'' f. 

i5tt. Remarque sur la mise sif équ^^ion des problèmes. 
Mmre un problème' en équation, c'est exprimer^ par une ou plu- 
sieurs équations^ les conditions imposées par son énoncé aux 
quantités inconnues. Il est impossible de donner, pour y arri- 
ver, une règle complètement générale. Nous nous bornerons, 
pour le moment, à rindication suivante. 

En examinant avec soin renoncé d'un prablèine,. on verra 
presque toujours qu'it s'agit, pour le résoudre, de rendre cer- 
taines quantités égales entre elles. Après avoir reconnu quelles 
sont ces quantités, on cherchera les formules qui en exprinaient 
les valeurs; et, en égalant ces formules, on obtiendra les équa- 
tions demandées. Reprenons, par exemple, les trois problèmes 
traités plus, haut 

PROBLèMEl. Trouver l'escompte de 1500 fr. payables dans 
cinq mois, c'est trouver une somme qui, placée pendant cinq 
mois et augmentée de ses intérêts pendant ce temps, devienne 
égale h 1500 fr. 

JProblème II. Allier de l'argent à 0,775 avec de Tai^ieat à 
Ùi9ièû, de manière à former 25 grammes d'alliage à 0^900; c'est 
foire en sorte que la quantité totale d'argent contemie dans les 
25 grammes d'alliage soit égale à 0,900 x 25. 
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Problème III. Il faut faire en sorte que le prix d'une tonne 
de charbon, transportée de Paris au point cherché, soit égal au 
prix d'une tonne, transportée de Rouen au même point. 

Remarque. Dans presque tous les problèmes relatifs à des 
nombres, la mise eu équation n'est, pour ainsi dire, que la tra- 
duction, dans la langue algébrique, de l'énoncé proposé en 
langage ordinaire. Il peutarrivèrcapendant, que l'énoncé ne pa- 
raisse pas pouvoir immédiatement se traduire en formule; mais, 
%n s'attacbant au sens plutôt qu'aux paroles, on ne trouvera 
presque jamais de difficulté sérieuse. Nous reviendrons sur la 
mise en équation, quand nous nous occuperons spécialement 
des problèmes du premier degré. 



£XERGiCEl». 



I. Résoudre réquation 



3+2» 5+2« , 4«*— 2 



1+2* 7 + 2«~" 7-Mâr+4«' 

On trouve *~g' 

II. Résoudre l'équation 

e'-Sa; 7— 2a?» _ 3a?-H _ lOag— 11 _!_ 
15 14 («—1) 21 30 '*"105' 

On trouve «=4. 

TTT ^A A ^ 4( 2a?-3)-3 (3a?-l) _3 / a?^ +2 \ 

III. Résoudre e<«~l) = 2i3i^A 

On trouve oc = y» 



IV. Résoudre V^l — \/a?« — «2=» — 1. 

On trouve «= 7 et «3=0. 

4 

Cette dernière valeur ne convient pas. 

• V. Résoudre Va+«— \/ JXJ ~ V2a + a; 



2a 
valeur qui ne convient pas. 



On trouve « = — — , 
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VI. Résoudre ■ \ — t/^- 

Va + af— ya — x 

On trouve a?= , . ^ . 

0+ 1 



VII. Résoudre vo + v/«+ V'a— v«=V^' 
On trouve a: = o' — ^ — rr-^. 

VIII. Résoudre i + -= V A+ \/-T-r4- •^. 

4a 
On trouve x-=. r-, 

u 



valeur qui ne convient pas. 
IX. Résoudre 



2 y a? + V « 



On trouve a; = ~ 



X, Résoudre 1x -{•% yj d^ ■\- x^= 






. ^a? -f x^* 

On trouve a;= -2. 

4 

XI. Résoudre v^±f vi±£^v5 

a? ' a c 



On trouve 



XII. Résoudre Téquation 



Va— a; + 2\/a + x= ^a—x-^-yJax + x^, 

64a 
On trouve a; = et *= T7t«7 i 

qui ne conviennent pas. 

XIII. Résoudre Téquation 



On trouve 



=^V'r^-^'^~«v1l^=^^^ 
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CHAPITRE III. 

PRINCIPES GÉIVÉRA.UX RELATIFS AUX ÉQUATIONS 
SmULTANÉES. 

S I. Définitions. 

156. Systèmes d'équations. On entend par système d'équations, 
l'ensemble de plusieurs équations qui doivent être satisfaites à 
la fois. Si chaque équation ne contenait qu'une seule inconnue^ 
on la résoudrait isolément d'après la méthode du chapitre pré- 
cédent; et il y aurait autant de problèmes distincts que d'équa- 
tions à résoudre. Mais lorsque les inconnues entrent à la fois 
dans plusieurs équations, la question devient plus difficile. 

On nomme soMion du système tout système de valeurs, qui, 
mises à la place des inconnues, transforment les équations en 
identités. 

157. Systèmes équivalents. On dit que deux systèmes d'é- 
quations, qui renferment les mêmes inconnues^ sont équivalents, 
lorsque les valeurs des inconnues qui satisfont à l'un et à l'autre 
sont absolument les mêmes; ou, en d'autres termes, lorsque les 
équations de chacun des systèmes entraînent celles de l'autre. 

Lorsque deux systèmes sont équivalents, on peut les substi- 
tuer l'un à l'autre. 

S II. Principes. 

158. Théorème I. Étant donné un système d'équations, on peut 
substituer à Fum quelconque d'entre elles Véquation obtenue en 
ajoutant membre à membre les équations proposées. Ainsi les sys- 
tèmes 

m/A=A*, /A-|-B + C + D=A'+B'-f-C'+D', [a] 

jB=B', „jB=B', 

C=C', t^MC=C', 

(d=d', (d=d', 

sont équivalents. 

En effet, toute solution du système [1] donne, par hypothèse, 
des valeurs numériques égales aux deux membres de chacune 
Alo. B. Iw Partie. 7 
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des équations de ce système : dont elle rend égaux aussi les 
deux membres de l'équation [a] ; donc elle vérifie le système [2]. 
Réciproquement, toute solutioa du syslènoe [2] rendant égales 
les valeurs numériques de B et de B', celles de C et de C, celles 
de D^-et^d^D', r»ad^éÉ?ale8 celles de B+G+Oetde^B' + (T-f- D'; 
et comme elle vérifie, par hypothèse, l'équation [a], il faut 
qu'elle rende égales les valeurs numériques de A et de A'. Donc 
elle vérifie le système [1]. 

iâ&i RsttA^Qim» Laidémeoistmtion^.priéc^imteest indé|)en- 
dante dBunombv&^ctea^qaatîoiis^ 

Qtt4)«lil^n'a}9tttel^les un«8raui(.autve3( q^'Aioepaiiie d^^ 
tioftSrqui €Oin|)iO0ent(UBi syslèmi» : réquMioarësiiltâBtejresaqplàGei 
Tune 4tielcoftqu0id6;celle6. qui ont servie àila formsr. 

On akrdmê^ wam, d'c^çmr'^ks éq^aiigmi membre; à memère^ 
demultj^rcbafium^d'^lî^tptur'Wfin^^ car: cette 

opiimtipaii (UtS^i n'aUèm» pask lesi oon^ tiontx qu^eUe&imposefit 
aux iiuioimufi& 

11 va sans dire que l'on peut, dans l'application du théorètne, 
sou^trair^.memltre h mmbte cartaioes iqijiatio9$,^au.Ueu deles 
addUiûnaer> 

l'40. Théorème IIJ LbrsqueFùne des équations d'un système est 
résolue par rapport à ime inconnue^ on peut remplacer cette incon- 
nue par sa valeur dans les autres équations : on ramène ainsi le sys- 
tème àv/nauprej ayant ime inconnue et une équation dsrminsi, 
Ainsi le système 

r'àr^=rA, 

)B=B', [1] 

[tf=Br. 

dans lequel B, B', G, G', D, D' renferment toutes les inconnues 
d'une manière quelconque, e^ où A peut renfermer toutes les 
inconnues à l'exception de a?, est équivalent au système 

)Bi = B'„ [21 
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dans lequel B„ B'„ C„ C'„ D., D'„ sont les expressions obtenues 
en remplaçât a? par A dans B, B', G, C, D^ û'. 

En effet, toute solution du système [l]rendant égales, parhy- 
pothèse, les valeurs numériques ^ie a? et de A,. il est permis de 
remplacer x par A dans les équations suivantes : or. les résultats 
égaux, que l'on ohUent ainsi, sont les valeurs numériques de»/ 
membres des équations du système [2].. Donc ce dernier système- 
est vérifié par la solution du premier,. Récifuroquement to^le 
solution du système [2] rendantoî.égaliiA, il est permis dôremV 
placer A para? dansies équations suivantes^ ce qui ramène ait 
système [1]. 

Les deux systèmes sont donc iquival^Us*. 

Cette démonstration est indépendante, da nombre des équa- 
tions. ^ 

141. ÉLIMINATION. Lorsque, dans les équations B=B',C=C' 
D =D', oïtremplacea? par A, cette inconnue disparaltdes équa^ 
tions. On dit alors qu'elle est élimiuéù^Eagèaèv^, éliminer une 
inconnue .entre m équations^ c'est remplacer leTsystèmo proposé 
par un. système équivalent, dans leq^eL(«^^l)lé^^tioHS, ne 
contiennent pas cette inconnue. 



CHAPITRE IV, 

BÉSOLUTION D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ÉQUATIONg 
DU PMaffiraK DEGRÉ ENTRE UN NOHBRE ÉiSAX ©IN- 
CONNUES. 

142. On peut, en général, déterminer lesivaleursdHin nom- 
bre quelconque d'inconnues, lorsqu'on comialt entre elles: un 
nombre égal d'équations du premier degré. Nous allons, dans 
ce chapitre, exposerles méthodes qui fournissent les solutions, 
en commençant parle cas le plus simple^, celui de. deuxt équa-«< 
tÎQns à deux inconnues. 
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S 1. Bésolution d'un système de deux équations à deux inconnues. 

145. Forme générale de l'équation du premier degré a 

DEUX INCONNUES. Si l'oii désigne les deux inconnues par x et y, 

une équation du premier degré ne peut renfermer que trois 

sortes de termes : 1" des termes du premier degré en x; â*» des 

termes du premier degré en y; 3* des termes tout connus. Or 

on peut toujours faire passer dans Fun des membres tous les 

termes qui contiennent soit a?, soit y, et y réunir, par l'addition 

des coefficients, tous ceux qui renferment la même inconnue. 

Si Ton fait de même passer dans l'autre membre tous les termes 

connus, et qu'on les réunisse en un seul, l'équation prendra la 

forme 

ax-\'by=zc, 

a, h, c désignant des nombres connus. C'est sous celte forme 
que nous mettrons les équations que nous aurons à résoudre. 

144. l« Cas. Il peut arriver que l'une des équations ne 
renferme que l'une des inconnues. Soit, par exemple, le 
système 



3a?+7i/=:79, [1] 
8a? =80. [2] 



I 



L'équation [2], qui ne renferme que x, fournit immédiatement 
(128) sa valeur, a?= 10. Si Ton substitue cette valeur dans l'é- 
quation [1], elle devient 

30+71/== 79. 

Et comme elle ne contient plus alors que l'inconnue y, elle en 
fournit (128) aussi la valeur, y =7. 

Ces deux valeurs, a; =10, y =7, vérifient évidemment le sys- 
tème. D'ailleurs il ne saurait exister d'autre solution ; car l'équa- 
tion [2] n'admet que la solution a? =10; et pour cette valeur, 
l'équation [1] n'esl vérifiée que par î/ = 7. 

Ainsi, pour résoudre le système, dans ce cas particulier, on 
résout celle des équations qui ne renferme qu'une des inconnues, on 
substitue dans Vautre équation la valeur trouvée pour cette inconnue^ 
et l'on résout l'équation résultante qui fournit Vautre inconnue. 
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148. 2« Cas. Les deux équations renferment les deux incon- 
nues. On ramène ce cas au précédent, en éliminant l'une des 
inconnues entre les deux équations (141). On peut employer 
plusieurs procédés popr opérer cette élimination. 

MÉTHODE PAR SUBSTITUTION. Soicnt Ics dcux équations: 

7a?+3î/=47, [1] ( 

6a?— 5y=10. [2] ( ^*^ 

On peut (il8, 122) remplacer l'équation [1] par l'équation 

47— 7a? 
y=— 3— > 

qu'on obtient en faisant passer ix dans le second membre, et 
en divisant ensuite les deux membres par 3 : c'est ce qu'on ap- 
pelle, résoudre V équation par rapport à y. Le système (1) est ainsi 
remplacé par le système équivalent : 

47—70? „- 



6a?- 52/= 10. [2] 

4'] 



47 y/p 

On peut maintenant (140) remplacer y par — r — dansl'équa- 



tion [2] ; et Ton obtient le système équivalent : 

Et l'équation [4] ne renfermant plus que l'inconnue a?, on est 
ramené au premier cas. On résout donc cette équation : elle 
donne 

18a?— 235+3?a?=30; 

d'où l'on tire (128), a?=5. Et cette valeur, substituée dans l'é- 
quation [3], donne î/=4. Ces deux valeurs, a?=5, y=4, for- 
mant la solution unique du système (3), fournissent la solution 
unique du système équivalent (!)• 

La méthode est générale, et conduit à la règle suivante : On 
résout Vune des équations par rapport à Vune des inconnues^ et Von 
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*sOTSTiTUE'5a vaknrdans Vautre éqvuition. Comme cette dernière ne 
rertfferme^pius^iilors qmJC autre inoormuey on la résout, et on obtient 
hivùhurîie^&tteineannm. Pais onmbstitue cette valeur dans Vex- 
pression de laprmwireinconnue^ opération qui fournit la valeunle 
oetle-çi. 

146. Méthode PARv AUDITION ET SOUSTRACTION. Reprenons le 

syftlème : 

'7a?+3t/=47, [1] ] 

On peut toujours rendre M^aux^es coefficients d'une même in- 
connue dans les deux équations; il suffit, pour cela, de multi- 
plier, les deux membres de chacune par le caeffîcient 4ont .celte 
inconnue est affectée dans l'âutre.. Ainsi,, en multipliant la pre- 
mière équation, par 5 etla.secondapar.a, on obiieat.(l8â) le 
système équivalent : 

35^+15y=235, [3] j 

Les deux coefficients i de .y étant alors égaux et de signes con- 
traires, on éliminera cette inconnue en ajoutant les deux équa- 
tions.^ On obtiendra? aiinsrmie équation 

,5aa?c:^265, [5] 

qui, combinée avec l'une des éqjuatiDfis (2) ou avec Tune des 
équations (1), formera un système (3) équivalent au premier. 

'On sera ainsi ramené au premiert^as (144). On tirera de [5] 
a?=55 et substituant cette valeur dans Tune des équalions, dans 
l'équation [1], par exemple, on obliendrala valeur, t/=4. 

LaTnéthade-est-géiiérale, et conduit à la règle suivante : On 
-mulHpHe chacune des équations par le coefficient dont V une des in- 
connues est affectée dans Vautre ; on jijoutb alors Vune à Vautre^ ou 
Von RETRANCHE Vu/m de Vautre les deux équations résultantes^ sut" 
^vant que les Goefficients4§aux.deVincorwme>conMérée sont * de ûignes 
contraires ou de même signe. On obtient ainsi une . éqtmtionà une 
inconnue, qui fournit la valeur de cette inconnue. Bn substituant 
cette valeur dans Vune des équalions proposée^^ on m .tire la turieur 
4e Vautre: inconnue. 

' 147. REMARijifE. Si les- coêfiicientsqueron^Tetit rendre égaux 
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ne sont pas premiers entre eux, on peut ptmdre pour cùéf/ièient 
commun leur plus petit multiple commun : il suffit, pour cela, de > 
diviser ce plus petit multiple par chacun des coetfieiefnts de | 
l'inconnue à éliminer, et de multiplier chaque équation par le 
quotient corresponûant. Soit, par exemple, le^systénEoe 

Z6X+ 7y=323. I .p., 

54a?— llv=377.J ^^^ 

Le plus petit multiple commun à 36 et à 54 est 108 : les quotiœts de 108 
par '36 et 54 sont 3 et 2. On multiplie donc la première équation par 3, et la 
seconde par' 2 ; et Ton a le système équivalent : 

10to + 21y=969, ( r. 

108»— 22ys^T54îM *■ ^ 

comme les coefficients- de « ont le môme' signe; On rétrtmche^la sëctotide équa- 
tion de la première; ce qui donne : 

48yai215; 

d'où y ±=5; et, par suite, x=i8. 

148. Autre remarque. Iit)F»que l^n^a tîyittl«,ï»r^^teiiiélfc#d 
précédente, la valeur d'une des inconnues, an peut chercher di" 
rectement la valeur de Vautre inconnue par la mime méthode^ au 
lieu de la déduire d'une siibàtitiition. 

Ainsi, dans l'exemple précédent, ;pour obtenir a?, on mul- 
tipliera la première équation par iKet la^conde^par 7.; ce qui 

donnera: 

ip«6aî+7T|/Œ.3553, 

V37aa?— '7fy*s2jg3@; 

et, -en ajoutant lesdeux résultats, on trouvera, 

774a?=6192; 

d'où l'on tirera ; a?= 8. 

Cette valeur de a? ne peut différer de celle qu'a fournie la sub- 
stitution : car, d'après les raisonuements précédents, le sys- 
tème [1] est équivalent à l'un quelconque des deux systèmes, 

or chacun de ces derniers ne fournit qu'une solution ; il est 
donc nécessaire que cette solution sôît la même 'p'dtrr'cifô deUx 
systèmes. 
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149. Corollaire. On voit qu'en général un système de deux 
équations du premier degré à deux inconnues admet une solu- 
tion unique et déterminée, 

§ II. Résolution d'un système de trois équations à trois inconnues. 

180. RÈGLE, Pour résoudre un système (l) de trois équations à 
trois inconnues x, y, z, on élimine Vune des inconnues^ z 'par exem- 
pie, d'abord entre deux des trois équations^ puis entre la dernière et 
Vune des deux autres : on emploie, pour cela, soit la méthode par 
substitution (145), soit la mélhode par addition et soustraction 
(146). On obtient ainsi deux équations à deux inconnues x et y, qui 
combinées avec Vune des équations proposées ^ forment un système 
(2) équivalent au premier : les raisonnements, pour le prouver, 
sont ceux que nous avons employés dans le paragraphe précé- 
dent. On résout le système des deux équations en x et y ; et substi- 
tuant les valeurs trouvées pour ces inconnues dans Vune des équa- 
tions proposées, on obtient la valeur de z. 

151. Exemple I. Soit d'abord à résoudre le système 

2a? + 5y + 3x=21, 
3a;- y+ ;f= 4. 

Pour appliquer la méthode précédante, nous devons, par exemple, déduire de 
Tune des équations la valeur d'une inconnue, et la substituer dans les deux 
autres. Gomme on peut choisir l'une quelconque des trois inconnues, et la déduire 
de l'une quelconque des trois équations, il y a neuf manières de commencer le 
calcul ; on voit que la plus simple, dans l'exemple proposé, consiste à prendre 
la valeur de y dans la troisième équation, parce que l'on n'introduit pas ainsi de 
dénominateur. On obtient : 

y = 3ir + jjr — 4; 

et, par substitution de cette expression, les deux premières équations de- 
viennent : 

j3« + 2(3a; + jif-4) + 4X=19, 

(2« + 5(3a? + jif— 4)+3af = 21; 

ou, en réduisant, I.ZÎZ^U. 

Ces équations, résolues par les méthodes exposées (145, 14:6), donnent 

aj=I, ;f=3. 
Puis ces valeurs, substituées dans l'expression de y, 
y = 3a; + jï— 4, 
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donnent y = 2; 

et la solution cherchée est, par conséquent, 

«=1, i/=2, x=3. 

EiEHFLE II. Soit encore à résoudre le système d'équations : 

(c3 + c»a; + cy+jï=0; 

nous appliquerons la seconde méthode (14^6). Comme z n'a pas de coefficient, 
nous retrancherons successivement la première équation de chacune des deux 
autres; et nous obtiendrons les deux équations nouyelles, indépendantes de z^ 

I b!»— o»+ (6^ — a»)* + (b-a) y=0, 
Ic^^a^^ (c^—a^) x+{c-a)y=0. 

Or la première de ces équations est divisible par (b — a), la seconde par {c-^a), 
si Ton supprime ces facteurs, elles deviennent : 

i}^^ah + a^ + {b + a)x + y = 0, 

I c^ + ac + a^ + (c + a) * + y = . 
Pour les résoudre, on peut procéder de la même manière, et soustraire la pre- 
mière de la seconde; on obtient ainsi : 

c» — 6ï4.o(c — b) + (c — b)ir=Oj 

ou, en divisant par (c — b), 

c + b + a + « = 0. 

De là on tire: »=— a— b — c, 

et, par suite, 

y=— b'— ab— o^— {b-ha)«=ob+ac + bc. 
Enfin ces valeurs de x et y, substituées dans l'expression 

X^ — a^—a^ — ay, 
donnent 

jï=— a»+o^(o + b+c)— a(ab + ac + 6c)=— abc. 

$ III. Résolution d'un nombre quelconque d'équations du premier degré. 

152. RÈGLE GÉNÉRALE. Pouv résoudrc un nombre quelconque 
d'équations renfermant un nomhrl égal d'inconnues ^ on peut déduire 
de Vune dalles la valeur d'une inconnuCy et substituer (140) cette 
valeur dans toutes les autres : celles-ci contiennent alors une incon" 
nue de moins; ety en complétant leur système par V équation qui 
fournit Fexpression de la première inconnue^ on obtient un système 
équivalent au système proposé. 

On peut av^si éliminer Pinconnue entre June des éqv>ations et 
toutes les autres, par laméthode d'addition et de soustraction (146) : 
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on obtient encore un système équivalent (138), en joignant à Fen- 
semble des équations nouvelles Féquation dont on s'est servi your 
faire disparaître cette inconnus. 

Dans tous les cas^ la résolution d'un système de^n éqiuuion» à n 
inconnues est ramenée ainsi à la résolution de (n — 1) équations à 
(n — 1) inconnues, La résolution de ces dernières se ramènera de 
mime à celle de (n — 2) équations à (n — 2) inconnues; et^ en con- 
ti/rmmt ai^isif on ^t/m conduit ù une équation ne emutBntmtJt^wM 
incofvnm. 

Le système équivalent au système proposé renfermera alors n 
équations, aiiisi composées : la dernière ne renfermera qu*une in- 
connue y la (a — !)"• renfermera cette inconnue et une autre, la 
(n — 2)"« contiendra ces deux inconnues et une troisième....; enfin 
la première contiendra toutes les inconnues. Et U est évident quon 
pourra résoudre successivement' toutes ces équations en commençant 
par la dernière et en remontant, jusqu'à la première^ et qu'on ob- 
tiendra ainsi les valeurs de toutes les inconnues. 



153. Exemple. Soit le système 

_1_ tir «« Q i 

ru 



»+2» + 3*+4v«30,\ 
2»— 3y + 5jJ-2«= 3,/ 
3a? + 4y— 2jï— i;= 1,1 
4»— t/ + 6jï— 3r= 8./ 

La première équatioii^ résolue par rapport à x, donne : 

a?=30— 2y-3ï— 4t; 

et, en substituant cette valeur dans les trois autres, on trouve : 

îy+ jar+10tr=: 57, | 

2y + ll;f4-13tJ=: 89, 1 [2] 

Vy+ êj^f+l^vrsriK;) 

De môme, la première des équations [2], résolue par r?ipport à.4f,4onûe: 

;f=:57*-?y^lOt>; 

et, en.substitoiatioette valeur dans les deux autres, onia: 



75y+9Ti7£=538, 



On tire de la dernière y 



33y-^41v 

^230—411; 



=230. t ^"^ 



33 



I 



et miMtitiMntcètte^'raie^r dans la^rotédente, on«a: 

ït6T=504. t^I 
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•Aiasiie^âtème'éfiuiTalent) tu-système' |)F0p96é est-formé^parlerécpiàtions : 

^«=30 — 2y — 3;r — 4r, 

=57-^yy-TlOr, 
. 39^—41» ^. 

Or la dernière de ces équations donne v = 4. Cette valeur^ substituée dans la 
préoédente^.doiiii9jy.=?.2. Ceffilonx'vaieors^'isiriiitituéea dans 'la iieooode, dem- 
uent 3=3. Et enfin ces trois râleurs, substituées dans la première^ donnent 
x=\. Ainsi la solution est x=si\,\f=:2f X=3, t? = 4. 

*lî>4. MÉTHODE 0E Bezottt. On Tésont aussi les équations du 
prcmieryegrfrpaTune autre métliode, dite des coefficients indé- 
itrminés, dont remploi est souvent plus commode. 

^oient'rréqoations "du premier degré an incomiaeSy 

, ,,, jI •■ 

Ajoutons œs équations^ membre à memirre, après les avoir 
multîpliées'i'espeetfvement, à r^zeeptiou de la^première» par 
des Hombres^inâétcrnrinésXjyXjv • . Xn.i; ilYreudra : 

et cette nouyëlle- équation peut (iS9) remplacer .une .des pro- 
posées, quels que*soient les nombres \y 4f > * • •"Iw^* 

Or Aous pouvons déterminer .ces nombre^, de manière que 
les coefficients des inconnues yyXjm*. soientamls, c!esti-àTdiTe 
que les équations» 



' c4^Ai+« .• + CH-l>«-i=0, l [3] 



soient satisfaites; car il suffira, pour cela, de résoudre (n— 1) 
équ^gKîons'àfn — l)-incoiîmies. 

On résoudra d jnc le syslc'me [3]. 

Si Ton substitue alors dans L'^qusUion [2] les valeurs trouvées 
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pour Aiy >s, ••• ^n-i> cette équation ne contiendra plus que la seule 
inconnue x; car elle se réduira à 

elle permettra donc d'en déterminer la valeur, qui sera : 

X étant connu, le système ne contiendra plus que (n — 1) incon- 
nues. 

La méthode que nous venons d'indiquer permet, comme on 
voit, de résoudre n équations à n inconnues, pourvu que l'on 
sache résoudre un système contenant une inconnue de moins. 

Gomme nous savons résoudre deux équations à deux incon- 
nues, nous pouvons, d'après cela, résoudre un système de trois 
équations à trois inconnues; partant, un système de quatre 
équations à quatre inconnues, et ainsi de suite. On obtiendra 
ainsi, quel que soit le nombre des équations proposées, la valeur 
de chaque inconnue. 

15S. Modification a la méthode. La méthode des multipli- 
cateurs permet, d'ailleurs, d'obtenir directement chaque incon- 
nue, sans calculer aucune des autres. Il suffit, pour cela, de 
procéder pour chacune, comme on Ta fait pour x. Si l'on veut 
obtenir y, par exemple, on égalera à zéro les coefflcients des 
{71 — 1) autres inconnues ; on trouvera, en résolvant ces (n — l) 
équations, de nouvelles valeurs pour les indéterminéesXi,Xi,..>»_i; 
et, en substituant ces valeurs dans l'équation [2], on obtiendra 
une équation en y, qui permettra d'en déterminer la valeur. 

Les valeurs que l'on obtient par ce procédé pour a?, y, z, .. 
ne peuvent différer de celles qu'a fournies le premier. En effet, 
l'équation [2] doit être vérifiée, quels que soient les nombres 
\ X«,«..^-i; il est donc permis d'y faire les hypothèses qui an- 
nulent tous les coefficients moins un. Le second procédé fournit 
donc la solution demandée : et comme cette solution est unique, 
il faut qu'elle soit la même que celle qu'on a obtenue par le pro- 
cédé primitif. 

150. EZBMPLB. Appliquons cette méthode à la résolution du système: 
3«— 4y+ 5*= 9, ' 

[11 



3«— 4y-h ô*= y, \ 
7aJ+2y— 10;ï=18, [ 
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On multiplie la deuxième équation par Xi, la troisième par >a, et l'on ajoute 
les produits à la première ; on a ainsi : 

(3 + 7>, + 5X8) «+ (— 4 + 2Xi-6)J y + (5-10).,-15Xa)jr 
= 9+ m. + 6X2. p] 

Pour obtenir x, on égale à zéro lés coefficients de y et de x; ce qui donne : 
1-4+ 2>,- 6>3=0, I X,-3)^=2, 

1 5-10Xi-15Xa=0, ^'^ (2X1 + 3X2=1. 

En résolvant ces deux équations, on trouve Xi = 1, >a = — î On substitue ces 

valeurs dans Téquation [2] ; elle devient : 

(3 + 7 -|) «=9 + 18-2; d'où «=3. 

Pour obtenir y, on annule les coefficients de x et de jif; on a ainsi : 



3+ 7Xi+ 5X2=0, 
5 — lOX, —15X2=0. 



1 A 1 ^ 

En résolvant ces deux équations, on trouve Xi= — rr, X2 = ^. On substitue 

ces yaleurs dans l'équation [2], qui devient : 

/ . 28 78\ . « 252 , 78 ,, , 1 

Enfin, pour obtenir x, on écrit les deux équations 

j 3+7X1+5X2=0, 
J-4+2X, -6X2=0, 

1 17 

qui, résolues, donnent X| =rg, X2=— rg. L'équation [2] devient, pour ce? 

yaleurs : 



/- 10^255\ Q , 18 102. ,., ^ 
(^-26 + l6J^ = '+2-6--26Î ^°^ ' = 



157. Cas où les coEFFiciENrs des inconnues sont de grands 
NOMBRES. Lorsqu*on a à résoudre un système dans lequel les 
inconnues ont de grands coefficients, il est ordinairement avan- 
tageux d'employer la méthode de substitution. Résolvons, comme 
exemple, le système suivant : 

1,2345* + l,3579y + 8,642jt —9,765744=0, [1] 

7,447a? +5,2î5y -6,336z —0,611327=0, [2] J 

l,5380«+4,4444î/—5,6789Jï+ 1,20011 =0. [3] 

La première de ces équations donne, pour valeur de X, 

1,':345 + l,357!)y— 9,765744 
8,642 
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Cette, vatettr ^ .substituée dans.réquRtion [2] , donne s . 

En multipliant tous les termes par le dénominateur 8,642, on obtient : 

64,356974» + 45.154450y— 61,875754 + 7,82n92x +^,603654^ 
— 5,283088.:;= 0, 

ou 72,17877a? + 53,758lOv- 67,15884= a * [4] 

La môme valeur de jr, substituée dans réquation [3], donnera : 

l,538().+4,4444y + 5,6789xl^2iî^5lld^^ 

d'où 13,29l396af.+38,408506y — è5,458684+ 7,010eDaat4- ?,7ll33^, 
+ 10,371351=0, 

c'est-à-dire 20,30200 a?+4eTU988y -'-46-,O«83=0. [5J 

La' question est maintenant ramenée -à la réseiution- de deux éqnations à deui 
inconnues [4] et [5]. On tire de l'équation [5] 

20,302x^45,08733 -. 
^ 46,-11988 * 

En substituant cette yaleu&idajy; dans d'équation [4}, ontobtwnt. 

72,17877a;— 53, 7581 X ^q^h^^ 67,15884=0. 

La muWplidatioff «par le dénonrinateiff. 46", 1 1988 itonne^ 

3328,877a; — 1091 ,397a; + 2423,809- 3097,358= G, 
O'J 223T,48to--673, 549^0» 

Pour trouver la valeurde y, on a d'abord 

2Q,302te= .6>11151; 
t^onc 45,08733- 20,302a; =38,97582, 

«♦ 38197582'' 

"' ■ ''=46ji79r8^=«'«*«)980.. 

Si, maintenant, dans Téquaiioa 

^ _ 1 j2a4&a?-hl ,3579v t^ 9;76t744 

~ §1642 '' 
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nous substituons kxeXty leurs valeurs numériquas^nousiuiron» 

1,234506=0,3716215, 

l,3579y=: 1,1475586; 
donc 9,765744— 1,2346«-- 1 ,3579î/=«,246564, 

Les trois inconnues sont donc 

«=0,301030, y=0;8450980, X=0,9o424a5. 

VérlScatioiu^ 

l,2345aï«:0,37162:li 
l,3579y = 1,1475586 
8^642*; ==8^2465687 / UJ 

9,765744—9,766744=0. 

7,447a; =2,241770 6,336;f=6,046080 
5,2251/ =4,415637 0,611327 f2] 

6,657407 6,657407 

l,53S0a;.= 0,46298414 
4, 4444t/ = 3, 75595355 

1,20011000 { f^l 

5,4190477: 5,6780»= 5,4190472. 

§ IV. Simplifications et remarques diverses. 

138. Cas où toutes les inconnues n'entrent pas a la fois 
DANS toutes les ÉQUATIONS. Il peut amver que chacune des 
équations ne contienne pas toutes les inconnues. Cette circon- 
stance abrège le calcul; car on peut considérer comme éliminée 
d'une équation une inconnue que cette équation nerentorme: 
pas. Il faut alors commencer l'opération pair. réUœioaiiOin. da 
rinconnue qui entre dans le plus petit nombre d'équations. 

Considéibns,' par* exemple, le système 

9x— 2X4- w=41, [1]> 

7^— 6;r— «=12, [2J 

4y^3i>4-2«G='5i- [3] 

3y— 4urf3 4=:7, [41 ( 

7ï — 51*^11. [b]i 
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On voit que t n'entre que dans deux équations; on tire donc de [2J : 

t = 7!/-ejï-l2; [2] 

et rôn substitue cette valeur dans [4] , qui devient : 

24y — 15JJ— 4tt=43. [6] 

En joignant cette équation [6] aux équations [1], [3] et [5], on forme un sys- 
tème de quatre équations à quatre inconnues «, y,Z, u. 
Otx n'entre que dans les équations [1] et [3]. On tire donc de [3] : 

et Ton substitue cette valeur dans [1], qui devient : 

lîy— 2*+7tt=56. [7] 

En joignant cette équation [7] aux équations [5] et [6] , on obtient un système 
de trois équations à trois inconnues y, x, u. 
Gomme y n'entre que dans les équations [6], [7], on tire de [7] : 

2£-7tHh5_6. 

y— Ï2 ' "^ 

et l'on substitue cette valeur dans [6], qui devient : 

lU+18tt=69. f8] 

Cette équation et l'équation [ô] forment un système de deux équations à deui 
inconnues» 

r. .' A rn 7X— 11 I 

On tire de [5 1 : w = — - — ; 

5 

et, substituant cette valeur dans l'équation [8] , on a : 

équation aune inconnue, d'où Ton tire : jr=i3. 
Par suite, réquation [5] donne : w = 2; 

ensuite l'équation [7] donne : y = 4; 

puis l'équation [3] donne : x=:5, 

et enfin l'équation [2] donne : f = 1 . 

159. Artifices particuliers. Il arrive quelquefois que les 
équations présentent une certaine symétrie par rapport aux in- 
connues; on peut alors ordinairement employer des procédés 
plus expéditifs que les méthodes générales. Nous ne saurions 
donner de règle à cet égard; mais nous allons indiquer^ à l'aide 
de quelques exemples, les artifices les plus usités. 
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EzEHPLE I. Soit le système 

x + y + x + t=zay [l]) 

y+x + <4-i? = &, [2]j 

Xi-t-^v + x=c, [3] 

t+r-fa5 + y=d, [4] I 

v + x + y^X=e. [5]> 

Si Ton ajoute ces cinq équations membre à membre, on remarque que chaque 
inconnue entre quatre fois dans la somme; de sorte que, si Ton désigne par s 
la somme des seconds membres, {a-\-h'{'C + d'\'e), on a Téquation 

4(a;+y + «+« + t?) = «, 

ou ^ a;+y+jy + r+tj=:|. [6] 

Ainsi la somme des cinq inconnues est déterminée. Et, puisque chacune des 
équations proposées contient quatre de ces inconnues, il suffira de les retran- 
cher successivement de l'équation [6] pour obtenir chaque inconnue. On aura 
ainsi : 

t?=|-a, «=|-5, y^l^c, ^={-d, *=|-^. 

EiEBiPLE II. Calculer les longueurs des trois côtés d*un triangle, connaissant 
les longueurs des droites qui joignent chaque sommet au milieu du côté opposé. 

Désignons par a,*b, c, les longueurs inconnues des trois côtés, et par a, p, y 
les longueurs des médianes correspondantes. La géométrie fournit immédiate- 
ment les trois équations : 

6»+c^=2a' + |, [1] 

c> + a' = 2p«+j, m 

a»+b»=2Y'+|'. [31 

Si l'on ajoute ces trois équations membre à membre, on a : 

d'où Ton tire aisément : 

a»+b»+c« = |(a3+p»+Yl. [41 

Ainsi Ton connaît la somme des carrés des trois côtés. Si l'on retranche main- 
tenant l'équation [1] de l'équation [4], &* et c* .disparaissent] et l'on a : 



d'où l'on déduit : 

Alg. B. I" Partie, 



»=|(«»+P*+f)-2«^-f ; 



a*=|pP + 2ï'-«')- 
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On obtiendrait de môme b* et c^ en retranchant siM^ee^siv^oem l^s équations 
[2] et [3] de Téquation [4]. Mais il est plus simple de remarquer qu'on passe 
de l'équation [IJ à l'équation [2], en changeant 6» en c», c« en a», a» en ft^, 
a'enp'; on obtiendra donc.la valeur de b', en appliquant celte permutation 
de lettres à la formule qui dpnne a] ; et Vçn aura : 



Oa Jnonverftite m^^ 



&» = |(2«»+2t^-P»). 



c>-=:^(2«'+2p»-Y'). 



Les carrés a^ b% c* étantconnus, les côtés eux-mêmes, a, b, c sont, par là 
môme, déterminés. « 

EXSMHJB IIl4.Iie9M9drQ.4e sy»t2»«»e 

mx-\-ny-\-pz •\-qv=k. 
On a démontïé (©«) que l^on a : 

â- b^ c. 3, ma'trï^t^+iP^.+.^^i' 
or le «numérateur du dernier rapport est k; donc on a: 

ak 



af= 



On a de môme y = 



ma + n}f-{-pc-{-qd' 

bfe 

ma + nbti{-pçr{-qd: 



^ eh 

dk 



S Y. Des cas où e nombre des inconnues n'est pas égal au nombre 
des équations. 

1^60. Cas où le m)¥Bii9. dss ^équaho^ surpasse celui des 
INCONNJJES. Soif, par exemple, un système de trois éque^tions 
entre deiix4nconmi^|ÇL(ç.ettî^. Èrifé6.alyÉ^Ut ,d«wiâ^cesU:.Qi8,éqiia- 
tions par l'une des méthodes connues, on obtiendra les valeurs 
de â?et de t/, qui seules^peuv^tvvérifier le système. Mais, pour 
qu'il en soit ainsi, il faudra que ces valeurs satiftfus&enUà. h 
troisième équation. Sicejite condilioii n'est pas remplie, le sys- 
tème est impossible. 
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/3x-f7y=17, 
Par exemple, le système : | Soc — 2y = 1 , 

est* impùssible, ptiisqu'en' résolvant les deux premières équations ^ on trouve 
xsszi^ yissZ; et quepcss vadeurs^ substituées dans la dernière ; condtase&t à 
l*impessfbiUt6, lOfisltà 

Bfr gëùémly SI Ton donne (w -fp) équations entre m incon- 
nues, on pourra résoudre m de ces équations, et obtenir ainsi 
les valeurs qui seules peuvent vérifier le système-; mats il faudra 
que ces valeurs, substituées dans les p équations restantes,. les 
vérifient": sinon, lé système sera impossible.* 

Si les coefficients des inconnues, ou quelques-uns d'entre eux, 
so^t des lettres dont la valeur n'est pas déterminée, les valeurs 
obtenues pour ces inconnues seront des formules dépendant de 
ces lettres; et la substitution de ces formules dans les p équa- 
tions restantesfournii-ap relations, qui^xprimeront leACûndiUms- 
nécessaires et suffisantes que devront remplir les coefficients lit- 
téraux, pour que le système soit possible. On donne à ces rela- 
tions le nom ééquatùms d$ condition: 

X + y=2a, 

2«+3yf= o-f2>, 

3«+4y.-=2a4-35— h. 
Les deux premières équations donnent x^=a + bt f/=a — 6; et ces vatewB,. 
substituées dans les deux dernières^ fournissent les équations de condition, 

|5a-6=»a+25', 

I 7a— 6=r2;d4-36— 1; 
desqueUes on-tire: a^ss^^ibtb:^ 

Si Ton admetoes valéa» dé^^or^erdè' 6^ lé syst^âzttfissiC^lJùssftiïé/ et léf^dhltlôn 
est: 

a?=57, y==- 1. 

161. Cas. OÙ. us NaiiKi& dbs= unaœmuBs^saKBàsas cÈïMJms* 
ÉQUATIONS. Soit , par exemple ,. un système de deux éqûartionr 
entre trois inconnues a?, y, z. Si Ton regarde une des inconnues, 
rpar eiKemple, comme^comiue, la rëisolution du systèine fbur- 
nira, comme valeurs de a; et de t/, deux formules qui contien- 
dront z. Oh peut donc donner à z des valeurs arbitraires; et 
pour chacune d'elles, les formules fourniront pour a? et. pour y 
des valeurs correspondantes. U système admettra donc un nombre 
infini de solutions. On voit alors qu'il est indéterminé. 



k\nsi, soit le système : 
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En général, si Ton donne m équations entre (m+p) incon- 
nues, on pourra considérer comme connues p de ces inconnues, 
et résoudre les m équations par rapport aux m autres; on ob- 
tiendra, pour valeurs de ces m inconnues, m formules contenant 
les p premières. On pourra donc donner à ces p inconnues telles 
valeurs que Ton voudra; et les formules fourniront les valeurs 
correspondantes des autres. Le système est donc indéterminé. 

E,™PL..Soitlesyst.«.e: llUl-^-f.Zt 

On résout par rapport à x et à y, en faisant passer dans les seconds membres les 
termes en x et en t. On trouve ainsi les deux formules : 

18 — jr+m 
x= ^ , 

2 + lOz — t 

fy= — ï — • 

Si Ton pose arhttrairemefU, «=2, *=1, on trouve «=4, y=3. • 



§ VI. Des cas d'impossibilité et d'indétermination. 

162. Cas d'impossibiuté. Lorsque le nombre des inconnues 
est égal au nombre des équations, il arrive quelquefois que les 
méthodes de résolution conduisent à des résultats contradic- 
toires. 

l«Soitles,.toe: Ij^I^Ku. 

Appliquons la méthode d'addition et de soustraction (14eO} : pour éliminer y, 
multiplions la première équation par 7, et la seconde par 3; il vient : 

163»— 84y=42, 
l63«— 84y=45; 

équations évidemment incompatibles, puisque, en les soustrayant Tune de Tautre, 
on aurait : 

0=3. 

Le système proposé est donc impossible ; et l'impossibilité se manifeste par 
cette circonstance, que Télimination d'une inconnue fait disparaître Tautre, de 
sorte qu'il ne reste plus qu'une égalité entre deux nombres inégaux. 



2" Soit le système : 



2«— 3y + 4jr=7, 

3a;—2y+ X=8, 

llx-9y+7J5=30. 



I 
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En éliminant x, d'alrard entre les deux premières équations, puis entre les deux 
dernières, on obtient les deux équations, 

, 10«— 5y=25, 
I 10»-5y=26, 

qui sont évidemment incompatibles. Le système est donc impossible ; et Tim- 
possibilité se manifeste par cette circonstance, qu'en éliminant jr, on obtient 
deux équations, dont la différence conduit encore à Tégalité absurde : = 1. 

165. Cas d'indétermination. Il arrive aussi parfois, qu'en 
résolvant un système d'équations, on renconlre des égalités qui 
ont lieu, quelles que soient les valeurs des inconnues. 

Si l'on cbercbe à éliminer y, en multipliant la première équation par 5 et la 
seconde par 7, on trouve : 

j455«+315y=1085, 

} 455» +315y= 1085, 

équations identiques. Ainsi les detix équatizns proposées rentrent Vune dans 
Vautre. On n'a donc, à proprement parler, qu'une seule équation à deux incon- 
nues : et le nombre des solutions est infini (161). On voit que l'indétermination 
se manifeste par cette circonstance, que l'élimination de l'une des inconnues fait 
disparaître Vautre, et qu'il reste une identité : 0=0. 

2a?— 3y+4jï= 7, 

2" Soit le système : 3rc— 2y4" ^= 8, 

tlla?— 9y + 7<sf=31. 

L'élimination de x entre les deux premières équations, puis entre les deux der- 
nières, conduit aux deux équations, 

I10«--5y=25, 
1 lOa;— 5y=25, 

qui sont encore identiques. Comme ces deux équations, combinées avec Tune 
des trois premières, forment un système équivalent au système proposé, on voit 
qu'on n'a, en réalité, que deux équations à trois inconnues. Le système est donc 
indéterminé; et l'indétermination 'se manifeste encore par cette circonstance, 
que réiimination de deux des trois inconnues conduit à une identité. 



EXERCICES. 

I. Résoudre le système : 
On tro'ive : » -. 
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on trouve: «=^(j£-^-c), .y=nl(e-^). 



m.Bi0o\iiT6i»9}pêàm» : 



V . 1 



lY. Résoudre le système : 

on trouve: «=^:p^, yt=:^. 

V.»é»aud«îie.système: j ^sd!^""^:^'' 

OntroiiTe: fliz^l6> ys=r:S5. 

1a?— y+'Sf«=0> 
(a + &)a? — (a + c) y 4-"(& + c) ^==0, 
afa^^-«<3y +*wr =? 1 . 
On trouve : 

^_ 1 ' _ 1 .,_ 1 

(a— c)(6— c)' ^"~(a--&)(&— c)' '""(a— 6)(a— c)' 

ia^ + a^op + o^y-} iw+UïsO, 
64 + 53a;+52y + &;f+u=:0, 

On^rQuve : ji^^,Ui -\-J> +.c +J) , ,u^=^^ -\',ucr\^ad^JbjCr\'bd +jai, 

■(■©■+:(ir+^r=' 

VIII. Réamii«Jeï»yBl»aie:.'|»M**'*-He»«wdf, 

1 a;* y* g* 

( o*"'''* 5"+» ?»+•• 

et éliminer a, bj c, entre ces équations. 

0.»™., e)-=e)-, f^ir ©■=(1)"- 
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IX. Résoudre le système : 1 , 1 , 1 1 


et'cttfcùlér: 


â** + 6</' + w'. 


On trouve:: 










,_<l(^âH-5'F+^. 



puis: <r»» + 5y»+w'=d'(v^o + yb + v'^*' 

!<MJ + m (y -h j? + v) «*= &, 

On-ehefcbe d^ibotd Iti sôùline s 'des înct)nhoes : 

„ . ^ . . '*-^l»s î»--1fi* ^p*-'>nfJ ûf^^ï 

Puis on a: xz= , «=- , 'X=- — r-i, »«=% — jr-» 



CHAPITRE V. 

RÉSOLUTION DES PR0BLË1I[£S DU PREHIER DEtiMÉ. 

i64. La résolution ë'un pi^lème «cotopt^hâ trois ^p^Hieis 
distinctes : 1*» la mise en équation; 2<» la résolution des équations; 
3** la discussion de la solution. 

43ii^dit cpi^n j/robUme est au prémîm* dègri, lOf^tie IVm lest 
conduit, pour le l'ésoudre, à des équations du premior degré. 
Nous avons appris à trouver les solutions de ces sortes d'équa- 
tions : nous n'avons donc à nous occuper maintenant que delà 
première et de la troisième partie* 
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$ I. De la mise en équation. 

165. Règle pour la mise en équation d*un problème. Nous 
avons déjà dit (i35), qu'il est impossible de donner, pour obte- 
nir les équations d*un problème, une règle complètement géné- 
rale : on se borne ordinairement à Tindication suivante. 

Après avoir étudié avec soin F énoncé du problème ^ on représente 
par les lettres x, y,... /es nombres dont la connaissance fournirait la 
solution : on indique sur ces lettres et sur les données la série des 
opérations que Von devrait effectuer^ si, après avoir trouvé les valeurs 
des inconnues^ on voulait vérifier qu'elles satisfont à toutes les con- 
ditions de V énoncé. Ces calculs de vérification conduisent^ en gêné- 
raly à des résultats qui doivent être égaux ; en égalant les' formules 
qui représentent ces résultats, on obtient les équations du problème. 

Montrons par des exemples comment on applique cette règle. 

166. PROBLèiŒ L Un réservoir plein d'eau peut être vidé par deux robinets 
k, B, d'inégale grandeur. On ouvre le robinet A, et Von fait couler le quart de 
Veau. Puis on ouvre le robinet B^ et on les laisse couler tous les deux. Le réser- 
voir achève de se vider; et il emploie^ pour cela, cinq quarts dheure de plus que 
le premier A n'a mis de temps pour vider le qiuirt de Veau. ^' Von eût ouvert 
les deux robinets dès le commencement, le réservoir eût été vidé un quart d'heure 
plus tôt. On demande combien de temps il faudrait au robinet A, s'il était seul 
ouvert, pour vider le réservoir. 

Soit x le nombre d'heures employées par le robinet A pour vider seul le ré- 
servoir. 

Pour en vider le quart, le robinet A emploie un temps -. 

Pour vider les trois autres quarts, les deux robinets, ouverts ensemble, em- 

X b 

ploient un temps t + t . 

Par suite, pour vider le réservoir entier, ils emploieraient les | de ce temps, 
ouî + 5. 

D'un autre côté, le temps total employé dans Texpérience, pour vider d'abord 
le premier quart à Taide de A, puis les trois autres quarts à Taide de A et B, est 



l+(!-!). 



* . 5 
ou - + - . 



Puisque ce temps est supérieur d'un quart d'heure à celui qu'auraient employé 
A et B ouverts ensemble dès Torigine, c'est-à-dire à f 4-|»on a donc Téquation : 



a? , 5_« 5 1 
3"*"3"~2"*" 

qui résolue, donne : a: = 4' 



3"^3"~2"*"4 4' 
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Vérification, Le temps employé par le robinet A, pour vider le quart du réser- 

oir, est 1 heure : par suite le temps employé par les deux robinets, pour vider 

^ es trois autres quarts, est 1*' + 1**, ou f" : et le temps qu'ils emploieraient à 

vider le réservoir entier est les 4 de { d'heure ou 3 heures. D'un autre côté , 

dans Texpérience, le réservoir a été vidé en !*•+ ■J'', ou en 3* 1/4; l'expérience 

a donc duré ^ d'heure de plus, comme l'exigeait l'énoncé. 

1G7. Problème II. Un renardj poursuivi par un lévrier y a 60 sauts d'avance: 
il en fait 9 , pendant que le lévrier n^en (ait que 6; mais 3 sauts de lévrier va- 
lent 7 sauts de renard. Combien h lévrier (era-t-il de sauts, avant d^atteindre 
le renard ? 

Soit X le nombre de sauts que fera le lévrier, avant d'atteindre le renard. 

Puisque trois sauts de lévrier valent sept sauts de renard, x sauts de lévrier 

vaudront-^ sauts de renard : première expression du chemin (évalué en sauts 
«j 

de renard), que doit parcourir le lévrier. 

D'un autre côté, pendant que le lévrier fait 6 sauts, le renard en fait 9 : 

9x 
donc , pendant que le lévrier fait x de ses sauts, le renard fait -^ des siens, et, 

9x 
puisque ce dernier a 60 sauts d'avance, 60 + -r- est une seconde expression du 

chemin (évalué avec la môme unité) , que doit faire le lévrier. 

Ix 9x 

On a donc l'équation : -5- = 60 + "7-> 

qui, résolue, donne : « = 72 sauts. 

Vérification. les 72 sauts de lévrier valent J de 72 ou 168 sauts du renard. 
Or, pendant que le lévrier en fait 72, le renard en fait 108; et ces 108 sauts, 
ajoutés aux 60 sauts que ce dernier a d'avance, complètent bien les 168 sauts 
de renard, chemin du lévrier. 

168. Problème III. On demande de trouver un nombre de quatre chiffres, 
sachant ; 1* que le chiffre des centaines est égal à la somme du chiffre des uni^ 
tés et de celui des dixaines; T que le chiffre des dizaines est égal au double de 
la somme du chiffre des mille et de celui des unités ; 3" qu'en divisant le nom- 
bre par la somme de ses chiffres, on a pour quotient 109 et pour reste 9; k* qu'en- 
fin en retranchant le nombre du nombre formé avec les mêmes chiffres rangés 
dans V ordre inverse j on obtient pour reste 819. 

Désignons para;, y, jï, v les chiffres des unités, des dizaines, des centaines 
' et des mille. La première condition donne immédiatement Téquation, 

X= « + y, [1] 

et la seconde , y = 2v + 2a?. 12] 

Le nombre cherché a pour valeur lOOOt + 100;r+ lOy + ar ; donc la 3* condition 
donne l'équation : 

lOOOv+lOOjJ+lOy f »=:109 (« + y+X + t?) + 9. [3] 



Digitized 



by Google 



122 LIVRE U« 

Enfin la quatrième condition fournit Véguation : 

.IflOO» +«Hi||/4- l(tef'+ r — (HMJaw-M-ieO;» »f tO|H-»>«rf«l9. {4] 
•Avimt de '.résoattfe ce-nystèlne^de quatre équations^ ^n simplifie' les deux ûe^ 
nièfes, epti seTéâuiMUtà 

59V— J»— lly— 12»=1, [Z] 

111«+ lOy-lOx— 111«=91. 14] 

On êlimiAe d'abord x entre [l]r [3] et [4], et l'on trouve : 

Q^t^-ny-^ltrct:!, [5] 

lOlx— lllv=91. [6] 

Puis on .élimine 4/ entre [2] et [5], ce qui donne : 

75t?— 37ap=l. [7| 

Enfin on élimine x entre [6] et [7] : et Ton trouve : 

u=lj 
et, par suite, «=2, î/=6, Jïa&8. 

Le nolnbre cherché est donc 1862. 
La vérificatioa^se 'lait immédiatement. 

169. Il arrive patfois que ies condittoirs a*^égaliïé, données 
par l'énoncé, paraissent surabondantes. 

Problème IV. Un père partage son héritoige entre ses enfon^de -tanuinière 
suivante : il donne au premier une somme net la n"^" partie du reste : il donne 
au second une somme 2a et la n- partie .de te ^i twie, <apr^ le ^ptitèmneni 
de ces sommes: il4onne^au troisième une somme «a^t la ti'*' par9ie*de te-ifiÊi 
reste. Et ainsi de suite: R arrive que Vhëritaffs^t enHérmm pnnagé^ét^ 
tous lesenfanU ont reçu des parts égales. On demande la valeur 4e î'h&iu^, 
le nombre des enfants et la part de chacun d'eux. 

Désignons par ^ la valeur de l'héritage. 
. La part du premier enlant est : 

» ' n ' 

Il reste pour les autres : 

Le second ^n&nt prend d^abord '2a. ^ 

Il reste alors : 

(n-l) (x-g) ^ ^ (n-l)a;-(3n~l)a 
n ' n ' 

La part'du second -enfanttest donc : 

(n--l)a?-(3n~l)a (n-l) a;+ (2n»-3n+ Ha 
^ n2 , ou -j __ . 
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Puisque, d'après l'énoncé, les parts doivent être feales, on aura l'éfluation : 

Enotésoitanl cotte ééqtationy on tiovfe : 

a? = (n — f)2a. 

Comme nous n'avons employé, pimr tnauver la formule de l'héritage, que les 
expressions des deux premières parts, il est nécessaire de calculer leurs valeurs, 
et de conataterrgu!«lles «ont ^alesvà œlles jdontlfezparesaionaa'ajas£S0KVi,^pui8 
de déterminer le nombre des enfiaiUs. Or, la part du .pramier «st : 

î±(!^, ,,'(»- n'a + '(»--l).a^ ^^ ^„_jj^^ 

Là part du seeond est : 

(n — 1) a; + (î^H^^3m+l) a _ (n— l)»-oH-(2n»— 3n + l) g 



La- part du troisième est, d'après renoncé : 

. 3a+ jj ^ -(n^l)a. 

Et l'on verrait de môme, que toutes les parts sont égales à (n — 1) a. 

£n divisant la valeur de Fhéritage'par la patt d'an enfant, on aura le nombre 
des enfants. Ce nombre estuionc (n^l). 

Et l'on reconnaît que toutes les .conditions dé l'énoncé sont remplies. 

170. Emploi d'incornubs AUXUiîAHWB. Lorsque Fénoncé ffun 
problème ne permet pas d'apercevoir aisément lesTelations qui 
doivent exister entre les données et les résultats, on peut quel- 
quefois faire usage àHnconnues auxiliaires j que Ton élimine 
ensuite entre les équations qui les renferment. En woici un 
exemple, tiré de VArithmétique universelle de Newton. 

Problème Y. lia fallu n Maufs pour wmnger >en t jours ^ Vherhe d'un pré, 
dont la surface est a, ainsi que celle qui y croissait uniformément pendant ce 
.temps, n a fallu n' bœufs , pour rMmger^n^H pours/l^ herbe dkin cMtrepréy.dont 
la surface est a', ainsi que celle quitf croissait uniformément pendant ce temps. 
On demande combien il faudra de bœufs, pour manger en ^ jours y Vherhe d'un 
troisième pré, dont la surface est u, ainsi-que l'herbe qui y croît uniformément 
pmidant'ee temps. 

ûn.suppose que la hauteur de l'herbe était la même dans les trois .peés, avant 
Pintroduction des bœufs; et on la désigne par y : on suppose encore que l'al- 
longement de l'herbe, en un jour, est la même pour les trois surfaces ; et on la 
représente par x : y et a sont des inconnues auxiliaires. Soit, d'ailleurs, x le 
nombre âes bosufs à introduire dans le troisième pré. 
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Pais(iae la hauteur de Fherbe, dans le premier pré, crott chaque jour d*ine ' 
quantité x, son accroissement, pour f jours, sera tX', et la hauteur totale de 
rherbe serait y + lx,aubout de ce temps. Par suite, le volume total de cette heiix 
est o (y-i-tf)' Or, cette quantité est mangée par n bœufs, en t jours : donc on 
seul bœuf, en un jour, en mange une quantité représentée par rexpression 

o (y + tx) 
nt • 

n est évident, que les quantités mangées par un bœuf, en un jour, dans le 
second et dans le troisième pré, sont respectivement 

e^iy-^fx) a(y+e«) 

Gomme ces quantités doivent être égales, on a ainsi les équations : 

a(y-\-tx) _ a'jy-^fx) _ a(y + Qj?) 
rU n'f 6aj 

On tire d'abord de la première y en fonction de x; eX Ton trouve • 

{an'—a'n)tfx 
*— a'nl— onr' 

Puis, on remplace dans la seconde 

nt e» ' 

y par cette valeur : x disparaît de lui-même; et Ton trouve enfin 
_ g ( onY(e~- 1) -t- a:nt{f — 6) ) 

Newton donne Tapplication numérique suivante : 

a ^ 3 r arpents, t = 4 semaines, n = 12 bœufs, 

if 

o'=I0 «'= 9 n'=2l 

a =24 « = 18 « = 36. 



§ II. De la discussion. 

i7i. Ce que c'est que discuter une solution. Lorsqu'on a 
mis un problème en équation, et qu'on a résolu le système ainsi 
obtenu, la solution convient aux équations, à moins qu'elle ne 
se présente sous une forme illusoire dont nous parlerons plus 
loin. Mais cette solution ne convient pas toujours au problème 
posé. Il peut arriver en effet, que certaines conditions, imposées 
aux inconnues par la nature de la question, mais non repro- 
duites par les équations, rendent le problème impossible. Étu- 
dier les causes de cette impossibilité, c'est discuter la solution. 
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Lorsque les données sont représentées par des lettres, et que, 
par suite, les valeurs des inconnues sont exprimées par des for- 
mules, il peut arriver que le problème ne soit possible qu'autant 
que les valeurs des données sont renfermées entre certaines 
limites. Déterminer ces limites, en dehors desquelles il y a im- 
possibilité, c'est discuter la solution. 

Enfin, étudier toutes les circonstances remarquables que peu* 
vent présenter les formules, entre les limites déterminées par 
la discussion, c'est encore discuter la solution. 

Donnons quelques exemples : 

19 s. Problème VI. Dans une société de 10 personnes j on a fait une collecte 
pour les pauvres : chaque homme a donné 6 francs, chaque femme a donné 
4 francs. La somme totale recueillie est de 45 francs. On demande combien il y 
avait d'hommes, combien de femmes P 

Soient « et y les nombres d'hommes et de femmes. On a d'abord : 

a;+y=10. 

Puisque chaque homme a donné 6 francs^ x hommes ont donné 6a;. 
Puisque chaque femme a donné 4 francs^ y femmes ont donné 4y. Donc on a : 

6«+4y=45. 

En résolvant ces deux équations^ on trouve : 

Discussion. Cette solution fractionnaire est la seule qui convienne aux équa 
tions : d'ailleurs I ces équations sont la traduction fidèle et complète de renoncé. 
Donc le problème ne saurait avoir d'autre solution. Mais, la nature de la ques- 
tion exige q}ie la solution soit composée de nombres entiers : puisque les nom- 
bres trouvés sont fractionnaires, le problème est impossible, 

173. PiOBLÈME VII. Une personne emploie un ouvrier pendarU 13 journées 
d'été, et lui retient sur son salaire 22 francs pour quelques dégdts qu'il a 
causés. Une autre fois, elle emploie le même ouvrier pendant 17 journées 
d^hiver; eUe lui donne par jour 2 francs de moins que pour une journée d^été; 
mais elle ajoute à son salaire 28 francs pour le récompenser de son xèle. 
Chaqite fois, Vouvrier a reçu la même somme. On demande le prix d'une jour- 
née d'été. 

Soit X ce prix; («—2) sera le prix d'une journée d'hiver. 

La première fois, l'ouvrier a reçu (13x— 22). 

La seconde fois, il a reçu 17 (a? — 2) + 28. 

On a donc l'équation : 

17(a;— 2)+28 = 13a?— 22. 

En la résolvant, on trouve: afr=— 4. 

Discussion. Cette solution négative vérifie l'équation, et la vérifie seule. Le 
problème, dont cette équation traduit l'énoncé, ne saurait donc en avoir d'autre. 



Digitized 



by Google 



126 mvREir. 

Ot la- nature' de la question exige que la solution soit un nombre positif; 
puisque^ ce novibre est ni§atif, lerpr^lèmeesî impossible. 

1 94t, Problème VIII. Trouwr un nombre detdeux.ehiffrmy tel que i&quadruple 
du chiffre des unités surpasse d^une unité le triple du chiffre des dixaineg; et 
qu'en retranchant de ce nombre^ le nombre renversé, on ait 36 pour reste. 

Soient x le chiffe des dizaines et»y le^îhiffrrdes unité»' :* on a évidemment 

les éw^onsi: 

^^ 4y— 3«= 1, 

lOac+y — lOy— a?=36. 

« 
En résolvant ce système, on trouve: 

x=ny, y=13. 

DiscossiON. CeMo^sûlaiMoxk entière^ pêsitiw^estdt swde^ qui vértftéries équa- 
tions. Le proWème n*en peut» donc pas admettre d^utte.- Bfaiyy làrnatunde la 
question exige que les deux nombres cherchés isoientiplus' petits. que Wv puis- 
qu'ils dépassent,cetttlimiteyleipnèlème^stfimpombhi 

Ces exemples suffisent pour montrw que la.solulion d'un 
système d'équations peut ne pas convenir aii.pi9ohlëme> cpii Ta 
fourni, parce qu'elle ne remplit pas certaines conditions impo- 
sées aux inconnues, conditions qui ne sont pas formellement 
écrites dans les équations. Mais ce n'est là qu'un des points de 
vue sous lesquels on peut envisager la discussion des problèmes. 
Il en est un autre beaucoup plus important : nous vaiûonsLpailfir 
des solutions négatives et.de . leur interprétation^. 



§ III. Des solttti<mSc.négativea:4ter.pioifiè»ca-jdacpraMieNm)e9fé' 
à une inconnue. 

§75. Solutions NÉGA2Tv^isnESiÉQyATi0NSt.ILn^y^a.iuiôime:^ 
marque i. faire sur les nombre» négatift que^ Tta» rMfcofiir& 
comme solution,d!un6'ou de plusieurs équations; Gèis.nombres, 
sidyttitiiés aux inconnues et traités conformément aux ^ convenu- 
lions, rendent le premier membre de chaque équation égal^au 
second. Mais lorsque les inconnues repréafintent des grméeuvs 
à déterminer, il semble que le& solution» négatives^ n'exprimant 
aucune grandeur, doivent être considérées comme un symptôme 
d'impossibilité, et, par suite, rejetées comme inadmissibles. 
G^est en effet ce qui aurait lieu, si, dans la mise en équation, on 
pouvait- toujours exprimer, d*une manière générale. et pour, 
tour lésT' cas, 1er conditions du problème proposé. Mais bien 
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sauvent il nfeiii est pas ainsi; et les solution» négative» peuvent 
trouver alors une interprétation qu'il estimportant tféludîeri 

176. Considérons d'abord une équation à une ioecmnae : 

ax+b=za'^ + b'. [1] 

SlipposoiiSTqu*«ii la^iésolvant, on ait trouvé,, pour o?*^ um va^- 
leurnégatlte— «vcela si^ifie que Ton a l'égalité : 

û(t- fit) + &— ^'(-- «).+ ^> 
c'e5t*-à-dires fr— a« c=^' — a'« ; 

piir.cQ»3éqpeBLUa?;^+flt est solution de Téqpatioa: 

b—ax=V'-a'x. [2] 

Sî ÏPH conjpare lès équations [1] et [2], on voit qu^èlles ne 
diffèrent que parle sifi^< des termes qui couliennent Tinconnue. 

XB^BiiVfi.- Tmte,.s^utian, négatm dl'u»« éq^atian,. du premier 
(Ugré àuneiru:wH»à$fM&nl.prk6^pQsUivemmt^ se^^ donc aune 
équation quê^fontMièt^i enckangeaiHj dam làpremiir&j^ le^signe 
des termes où figure rinconwé. 

177. Remarque. Il arrive souvent, comme nous allons le 
montrer, que cette nouyelte éiç[uation correspond à un pro- 
blème peu différent. du. proposé,. et quelqjieCoi&à ce pf/oblème. 
lui-même, entendu dans un sens plus général; on obtient alors 
la solution du problème modifié ou généralisé^ en prmant^ avec le 
sig(ie^^,kLmUur négative trowé^^pour Vinconnuen 

Une pareille remarqué ne peut être développée dluna* ma>- 
nîèregénérale; il est essentiel d*étudier^ à pari, so»«pplioati(m. 
dans chaque question particulière. C'est ce que nous allons faire 
dans le&problèmes-^suivants. 

V9%: PROBLèire IX. Dtm mobiles M eeN, qui suivent une ligne droiU, parteni 
de deux poinu A et B, situés à une distance dTun dePautre {kàymehe, B à 
droite) ; iU marck$nt, dans le même sens, de gmche à droite, a/cec^des vitesses 
V et Y, Après combien de temps se reneontreront-ils ? 

Soit X. le temps clierehé ; le premier mobile, dont la vitekse est v, parcourt un 

espace i? dans Pûnité de temps, et par suite , dans le temps », il parcourt v»; le 

second, pendant le miôme temps, parcourt Tespace v'». Puisqu'ils partent en 

même, temps, il faut, pour qu'iîd se reacoatrent, que le premier ait parcouru un 

espace d de pto que le second; on doit donc avoir Téquatioa : 

vflp— tj'»=d; [1] 

d- 
d'ofli V(Hk déduit.: »=s j;;3jj . 
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Discussion. Si v est plus grand que </, cette valeur de x est positive et fournit 
la solution demandée. Mais si v est moindre que v'^ cette solution est négative. 
Pour rinterpréter, remarquons que, prise positivement, elle satisfait, en vertu 
du théorème (176), à l'équation : 

v'»— t?«=d. [2] 

Or cette équation exprime évidemment, que le chemin parcouru par le mobile 
N surpasse de d le chemin parcouru par le mobile M ; et cette condition répond 
à la question suivante : 

En supposant que les deux mobiles soient en marche depuis un temps indé- 
fini, combien y a-t-il de temps qu'ils se sont rencontrés? cisur, dans cette hypo- 
thèse, la rencontre a eu lieu à gauche de A. 

Si donc on veut donner cette extension au problème, la valeur négative de i 
exprime un temps déjà écoulé. 

On comprend d'ailleurs que, si Ton a « < t/, le mobile M, qui est en arrière 
du mobile N, et qui va moins vite que lui, ne pourra pas le rencontrer ultérieu- 
rement, mais qu'il a dû le rencontrer avant Tépoque actuelle. 

179. Problème X. Les âges de deux individus sont sl et h; après combien 
de temps Vdge du premier sera-t-il douUe de celui du second? 

Soit X le temps cherché ; Téquation du problème est évidemment : 

«+«=2 (&+«); [1] 

et Ton en déduit : â;=a— 2&. 

Discussion. Si a est plus grand que 26 , cette valeur de x est positive, et fait 
connaître la solution. Mais, si a est moindre que 25, cette solution est négative ; 
prise positivement, elle satisfait alors (176) à Téquation, 

a— «=2(6— a;); j-jj 

qui correspond évidemment à la question suivante : 

Combien y Or-t-il de temps que l'âge du premier individu était double de ce- 
lui du second? 

Si l'on accepte cette extension, la valeur négative de x exprime encore un 
temps écoulé. 

Remarquons que le rapport actuel des deux âges est |; si donc il est plus grand 

que 2 (si a> 26), comme il va en diminuant à mesure que le temps s'écoule, il 
arrivera une époque où il deviendra égal à 2 : c'est le cas de la solution positive. 
Au contraire, s'il est actuellement plus petit que 2 (si a<26), comme il se 
rapproche toujours de l'unité, il ne sera jamais égal à 2 dans l'avenir : il n'y a 
donc pas de solution dans ce sens. Mais si, en môme temps, a est supérieur à 
6, il y a eu une époque où le rapport des âges a été égal à 2 ; c'est cette époque 
qu'indique la solution négative. 

Ajoutons que, si a est inférieur à 6, le problème n'a évidemment pas de so- 
lution ; et 1-on voit qu'en effet la formule «=26— a, applicable à ce cas, donne 
à a; une valeur plus grande que 6, qui n'est pas acceptable. 

180. Problème XI. On donne sur une droite, deux points k et Bile premier 
est situé à gauche d'un point 0, à une distance a, et k second est sihU à 
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droite, à une distance h. Déterminer, sur cette ligne, un troisième point X, tel 
qu'en prenant le milieu M de BX, puis le tiers de AM, à partir de A, le point 
déterminé coïncide avec le point 0. 

[ 1 1 ^1 I 

A X M B. 

Supposons que le point cherohé X soit placé à droite du point 0, 
Soit X la distance OX , que nous prenons pour inconnue. Comme on a évi- 
demment, d'après la figure : 

( 6 = OM 4- MB 





( a? = OM - MX 


et que MB = MX, il en 


résulte : 




OM-^t'-. 


donc : 


AM = «4-'' + * 


Mais d'après renoncé, 


AM = 3A0 = 30. 


Il en résulte l'équation: 


3a = a + ^ + ^ 


d'où Ton déduit : 


a;=4a — &. 



ru 



Discussion. Si b est plus petit que 4a, cette valeur de x est positive, et donne 
la solution. Mais, si 4a est moindre que b, la solution est négative ; prise po- 
sitivement, elle satisfait donc (176) à l'équation : 

3o = «+^^. [2] 

Or cette équation est celle à laquelle on est conduit, en supposant le point X 
placé à une distance x, à gauche du point 0. Car, en faisant la figure pour cette 
hypothèse, on trouve aisément : 

(b=OM + MB, b — x , ,„ , 6-aj 

\ d'où 0M=— - — , et AM = aH -— ; 

(a;=MX — OM; 2 ' 2 ' 

donc 3a = a H ^ . [2] 

Il résulte de là, que la valeur négative de x, fournie par Véquation [1], doit, 
dans ce cas, être portée dans un sens opposé à celui que Von avait supposé dans 
la mise en équation, 

£81. Remarque. Il ne faut pas croire que les solutions néga- 
tives s'interprètent toutes aussi naturellement que les précé- 
dentes. On ne doit pas môme affirmer, d'une manière générale, 
qu't/ne valeur négative, trouvée pour un temps à venir ^ exprime un 
temps passé; ni que les longueurs négatives ^ à porter sur une ligne, 
à partir d'une origine fixe, doivent toujours être comptées en sens op- 
Alg. b. I'» Partie. 9 
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posé à celui quicorrespond aux valeurs positives. Il en esl cependant 
ainsi dans la plupart des cas ; et nous allons en donner la raison. 

182. Pourquoi t'oNDOiT compter dans le passé les valeurs 
NÉGATIVES DU TEMPS. Supposons quc, X désignant le temps qui 
doit s*écouIer depuis Têpoque acluelle jusqu'à un certain évéïie- 
ment, on ait trouvé, pour Téquation d'un prohièHae : 

B+kx=B^ + k'x. [1] 

Si, au lieu de chercher le temps qui doit s'écouler à partir de 
l'époque acluelle, on avait cherché le temps qui doit s'écoulera 
partir d'une époque antérieure de t années ; si, par exemple, 
on avait pris pour inconnue la date de l'événement, en nom- 
mant Xi ce temps, on aurait évidemment : 

Xi^=t'\-x; d'où œ=^Xi—t; 
et, par suite, au lieu de l'équation [I], on aurait eu: 

B + k{x,-t) = W+k'{x,^t); [2] 

et ce serait là l'équation du problème, si Ton prenadt ok poor 
inconnue. 

Supposons que la valeur de â?i, que l'on en déduit, soit posi- 
tive, mais moindre que t, et égale, pao? ex«mjple, à (t. — a) ; on 
aura, en la substituant dans l'équation [2], l'égalité : 
B-.Aa = B'— A'a; 

par où l'ou voit, que l'équation [1] a pour solution : x= — a. 

Une solution négative, x= — «, trouvée pour Véquation [i]y si- 
gnifie donc, que l'événement est postérieur de (t — a) années à une 
époque antérieure de l années à Vépoque actuelle^ c'est-àrdire quHl 
précède de a années l'époque actuelle. 

183. Remarque. L'équation [1] est construite, par hypothèse, 
pour des valeurs positives de x : par conséquent, l'équation [2] 
est construite pour des valeurs de x^ plus grandes que f, c'est-à- 
dire pour des époques postérieures à l'époque actuelle. En ap- 
pliquant cette dernière, comme nous l'avons fait, à une époque 
antérieure, nous avons fait une hypothèse qui pourrait n'être 
pas admissible. Le raisonnement précédent n'est donc pas tout 
à fait général. 

£84. Pourquoi l'on Dorr compter, en sens contraire du sens 

CONVENU, les valeurs NÉGATIVES DES DISTANCES. SuppOSOUS 
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maintenant que, x désignant la distance à porter sur une ligne, 
à partir d'un point donné 0, et dans une certaine direction, à 
droite par exemple, on ait trouvé, pour équation d'un problème, 

B+Aa?=F+A'a?. [1] 

Si, au lieu de chercher la distance du point inconnu à l'ori- 
gine donnée 0, on avait cherché sa distance x^ aune origine 0', 
située à gauche de la premiëre, à une distance d, on aurait eu : 

a?4==d-fa?,. ou a?=a?4 — d; 

et, par suite, au lieu de l'équation [1], on aurait eu, pour équa<- 
tion du problème : 

B+A(a^— (0=B'+A'(a?t— d). [2] 

Supposons que cette équation fournisse pour Xi une valeur po- 
sitive, mais moindre que d, que je représente par (d — «) ; pour , 
avoir la position X du point cherché, il faudra d'abord porter la 
distance d de 0' en 0, puis porter en sens contraire la distance 
Q( de en X. Le point cherché sera donc à gauche du point 0, et 
à une distance a de cette origine. Or, en substituant à o^^, dans 
l'équation [2], sa valeur (d — a), on a : 

B— A« = B'— A'a; 

d'où il résulte, que l'équation [1] a pour solution ; a;= — «. 

Um solution négative x= — a, trouvée pour Vèquation [1], si- 
gnifie doncj que le point cherché est situé à gauebe dupoint 0,, el à 
une distance a de cette origine. 

185. Remarque. Nous remarquerons, comme au n* 185, 
que le raisonnement précédent n'est pas tout à fait général ; il 
suppose que l'équation [2], qui est construite pour les points si- 
tués à droite du point 0, puisqu'on l'a déduite de l'équation [1], 
s'applique aussi aux points situés à gauche. Or cela n'a pas tou- 
jours lieu ; et nous en donnerons un exemple. 

186. Problème XII. Un chemin de fer prend 0' ,\0, par tonne et par kilomètre y 
pour le transport dermtvrchandises; on paye, en outre j un droit fixe de 3', 75 
par wagon de 2QG0 kilogrammes. A qmlh distance peut-on transporter bO tonnes 
pour 3 /V. ? 

Soit X la tlistiaifte cherchéei 

50 tonnes correspondent à 25 wagons; le droit fixe à payer est donc de 

3,75X25. 
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En outre, pour le transport à la distance x, le droit proportionnel est 
0,I0X50X«. 
L'équation du problème est donc : 

3,75X25 + {0,10X50X«)=3; |1] 

et, en la résolvant, on trouve : ar=— 18,15. 

Discussion. Celte valeur négative ne signifie ici absolument rien. Car les prix 
du transport de 50 tonnes, à 18^,15, à droite ou à gauche du point de départ, 
sont exactement les mêmes; par surie, si le point cherché se trouvait à gauihe, 
à 18^, 15, comme semble l'indiquer la solution négative, il y en aurait un autre, 
situé à droite, à la même distance; et Téquation, qui est construite pour ce cas, 
fournirait la solution »=+ 18,15. On reconnaît, d'ailleurs, à priori, que le pro- 
blème est impossible ; car le droit fixe, étant 3^,75x25, est supérieur au prix 
total que Ton devrait payer, pour ce droit et pour le transport. 

On peut s'assurer que, dans ce cas, le raisonnement du n« 184 est en défaut. 
En efiet, supposons que, les 50 tonnes devant être portées vers la droite, on 
prenne pour origine un point situé à une distance d, à gauche du point de 
départ; la distance Xi du point cherché à cette origine sera (x + â); et Ton 
aura x=flfi— d. L'équation du problème deviendra donc : 

3,75X25 + 0,10X50x(a;i-d)=3. [2] 

Si cette équation (qui est construite pour les points situés à droite du point d-î 
départ, puisqu'on l'a déduite de l'équation [1]) était applicable aux points situés 
à gauche, le raisonnement (184) pourrait être continué, et une valeur de X\, 
positive, mais moindre que d, correspondrait etîectivement à un point situé à 
gauche. Mais l'équation [2] ne convient nullement au cas du transport effectué 
vers la gauche. Dans ce cas, en effet, le chemin parcouru doit être représenté 
par d — ari; et il faut prendre, pour équation du problème, l'équation 

3,75x25 + 0,10x50x(d— a;,)=3, [2] 

qui diffère de l'équation [2]. 

S IV. Introduction des nombres négatifs dans l'énoncé d'un problème. 

187. Avantages de cette introduction. Il est quelquefois 
avantageux d'inlrodiiire des nombres négatifs dans les données 
mêmes d'une question. Pour montrer comment on peut y être 
conduit, et de quelle nature eslTavanlage qu'on y trobve, nous 
reprendrons le problème du n° 178. 

Deux mobiles M et M', suivent la droite AA', en marchant dam le même sem 
AA' : M part de A avec la vitesse v, en même temps que M' part de A' avec la 
vitesse v'. Après combien de temps se rencontrent-ils? 

En nommant x le temps inconnu, et d la distance AA', on a trouvé réquatioo 
(1Ç8): 

Po:— v'«=d. 
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On a vu^ que cette équation fournit la solution du problème, lors même que v 
est moindre que v', pourvu que l'on regarde la valeur négative de x comme re- 
présentant un temps déjà écoulé. 

Pour généraliser encore davantage, supposons que les deux mobiles ne mar- 
chent pas tous deux dans la direction ÀA' : on peut considérer trois cas dis- 
tincts. 

!• Le mobile M marche vers la droite, et le mobile M' vers la gauche; 



ils se rencontrent entre A et A', après avoir parcouru, Tuq vx et l'autre ifx; et 
par conséquent Téquation du problème est : 

vx+v'x=d. 

2* M marche vers la gauche. M' vers la droite; 



k- 



A' 



Les mobiles ne se rencontreront jamais; mais en nommant x le temps écoulé 
depuis leur rencontre entre A et A', ils iuront parcouru, l'un vx et l'autre v'x, 
quand ils seront arrivés, Tun en A et l'autre en A'. On aura donc : * 

vx+t/x=:d. 

3" Enfin, si l'on suppose que les mobiles marchent tous deux vers la gauche, 



la rencontre aura lieu à gauche de A; et l'équation du problème sera, dans ce 
cas: I?'»— taf=d. 

Les équations relatives aux quatre cas sont donc, en résumé : 

vx— i7'a;=d, quand M et M' marchent vers la droite; 

vX'\-v'x=:df quand M marche vers la droite, M' vers la gauche ; 

vx-\^i/x=d, quand M marche vers la gauche, M' vers la droite; xdésigie 
alors un temps déjà écoulé; 

v'x^vxz=d, quand M et M' marchent vers la gauche. 

Or, ces quatre équations peuvent se réduire à une seule, ce qui est évidem- 
ment un avantage, si l'on convient de représenter par des nombres négatifs {—v) , 
( — t7')les vitesses dirigées vers la gauche. D'après cette convention, il faut, en 
effet, remplacer dans la Seconde des équations ci-dessus, v' par (— v')i dans la 
troisième, v par (— r); dans la quatrième, t? par (— v), r' par (— v')- De plus, 
dans la troisième, où l'inconnue désigne un temps écoulé, il faut remplacer x 
par (— «). 

Les équations deviennent toutes, par ces substitutions : 
«a?— r'ir=d; 
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en sorte que la formule, ag= i , 

que Ton en déduit, convient à tous les cas. 

Ainsi, V avantage que Von retire de Fintroductiondes nombres né- 
gatifsdans les données d'une question, est de réduire à une seule les 
équations qui correspondent aux différents cas du problèmey et, par 
suite, de n'avoir à considérer qu'une seule formule pour les ré- 
soudre. 



§ V. Des solutions négatives des problèmes du premier degré 
à deux inconnues. 

188. Nous n'avons considéré, jusqu'à présent, que les solu- 
tions négatives fournies par une équation à une inconnue. Le 
cas de plusieurs équations donne lieu à des remarques entière- 
ment semblables. Supposons qu'en résolvant le système : 

ax + hy=zcA p, 
a'x+b'y=sd,i '•'■' 

on ait trouvé, pour l'une des inconnues, ou pour toutes les deux, 
des valeurs négatives. Soient, par exemple, aî=a, y=— p. Ces 
valeurs satisfaisant aux équations [1], on aura les égalités : 

et par conséquent, les valeurs a?=a, 2/=p, satisfont au sys- 
tème : 

Ainsi, en prenant positivement la solution négative y= — p, 
on satisfait à un système qui diffère du proposé par le change- 
ment de signe des termes en y. On verrait de même que, si la 
valeur de x était négative, on pourrait la prendre avec le signe +, 
pourvu qu'on changeât, dans les équations proposées, les si^es 
de tous les termes en x. 

Théorèbie. En général, lorsqu'en résolvant un système d'éqaa- 
lions, on trouve pour quelqu^-unes des inconnues des valeurs né' 
gatives, on peut prendre toutes les valeurs des inconnues avec le 
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signe +; eUes sont dors les solutions d'un nouveau système^ lequel 
ne diffère du système proposé, que par le chcmgement de signe des' 
termes qui contiennent les inconnues dont les valeurs sont négatives, 

tô9. Remarque. Les équations nouyelles^ auxquelles satisfont 
les valeurs négatives des inconnues prises positivement, cor- 
respondent quelquefois à un problème peu différent du proposé, 
ou à ce problême lui-même, entendu dans un sens plus géné- 
ral. On obtient alors la solution du problème modifié ou géné- 
ralisé, en prenant, avec le signe +» 1^ valeurs négatives iPOfQ- 
vées pour les inconnues. Mais cette remarque, comme dans le 
cas des équations à une inconnue, ne peut être développée que 
sur des questions particulières. 

Considérons, par exemple, le problème suivant, 

«80« Problème XIII. Un réservoir, de capacité y, est rempli, dans 'un temps t, 
par n robinets , versant chacun la même quantité d^eau^ et par la pluie tombée 
uniformément sur un toit dont la surface est s. Un autre réservoir j de capacité y*, 
est r empli j dans le temps t', par n' robinets semblables aux précédents, et par 
la pluie tombant uniformément sur un toit s' avec la même intensité que sur le 
toit s. Déduire de ces données la quantité d*eau, z, versée par chaque rcifinet 
dans Vunité de temps y et la quantité y versée par ta pluie, pendant chaque 
unité de temps, sur chaque unité de surface de toit. 

Puisqu'un robinet verse, dans Punité de temps, une quantité d^eau égale kx,n 
robinets, dans le temps t, verseront nxt, 

La pluie versant, dans Tunité de temps, une quantité d*eau égale k y, sur 
Punité de surface, versera, dans le temps I , sur la surface s , une quantité 
d'eau syt; on aura donc l'équation : 

nxt + syt = v, [1] 

£n exprimant que le second réservoir est rempli dans le temps f, on aura de 
même l'équation : 

et les équations [l] et [2] permettront de calculer x et y. 

Supposons maintenant, qu'en les résolvant, on trouve pour x une valeur po- 
sitive a, et pour y une valeur négative— p. Il faudra en conclure (Mm), que les 
valeurs ;p3=a,v = p satisfont aux équations : 

nxt — syt =Vy 
n'xtf^s^yi'=v'. 

Ces équations correspondent à un problème qui diflfère du proposé , en ce que 
la pluie, qui remplit les réservoirs, doit être remplacée par une cause qui leur 
enlève une qoiantité d'eau proportionnelle au temps et à la surface; par exemple, 
par l'évaporaiion du liquide. 
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Si, au contraire, on trouvait pour x une valeur négative, cette valeur, piise 
positivement, satisferait aux équations : 

Isyt — rur« = r, 

Ces équations correspondent à un problème qui diffère du proposé, en ce que 
les robinets qui versent de Teau dans les réservoirs , doivent être remplacés par 
un nombre égal de causes qui en enlèvent ; par exemple, par des orifices ou par 
des pompes, enlevant une quantité x d'eau par unité de temps. 

i9i. Remarques. Les remarques faites (182, i8i), au sujet 
des valeurs négatives trouvées pour un temps ou pour une lon- 
gueur, s'appliquent sans modification au cas où les équations 
contiennent plus d'une inconnue. 

Ajoutons qu'il y a d'autres grandeurs que les longueurs et les 
temps, qui peuvent être aussi comptées en deux sens opposés.' 
Ainsi, les températures au-dessus ou au-dessous de zéro, les la- 
titudes (géographiques ou célestes) boréales ou australes, les 
forces attractives ou répulsives, l'actif ou le passif d'un négo- 
ciant, sont des grandeurs susceptibles d'être représentées par 
des nombres positifs ou négatifs. 

Remarquons enfin, en terminant, qu'il n'est pas nécessaire 
d'introduire les nombres négatifs dans l'énoncé des problèmes; 
on est libre de faire ou de ne pas faire ces conventions. Mais si 
Von veut généraliser les formules^ c'est-à-dire si Von veut quune 
seule et unique formule représente la solution d'un problème dans 
tous les cas y ces conventions sont obligatoires; il faut représenter un 
changement de sens par un changement de signé. 

§ YI. Des solutions infinies ou indéterminées. 

102. Des solutions dites infinies. Lorsque la formule, qui 
fournit la solution générale d*un problème, se présente sous la 
forme fractionnaire, il peut arriver que certaines hypothèses, 
faites sur les lettres qu'elle renferme, annulent son dénominateur, 
jsans annuler son numérateur. Cette formule prend alors la 

k 
forme 0? = -. Nous verrons, dans la discussion générale des for- 
mules (chap. vu), que l'équation qui l'a fournie est alors impos- 
sible. Mais il n'en est pas toujours ainsi du problème qui y a 
conduit ; on peut seulement affirmer que la quantité, prise pour 
inconnue, cesse alors d'exister. 
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Prenons pour exemple la question suivante : 

l»S« Problème XIV. Deux cercles, de rayons R et r, non intérieurs Vun à 
r autre j sont situés dans un même plan; la distance de leurs centres est d. On 
demande le point où la tangente commune extérieure rencontre la droite qui 
joint les centres. 

Désignons par x la distance qui sépare le point cherché du centre du plus petit 
cercle. Si Ton joint chaque centre au point de contact correspondant , on forme 
deux triangles semblables, qui (donnent immédiatement la proportion * 

liT à-hx R ., . dr r^, 

11] ^T"=7' "^^^ *=r37- P] 

Discussion. Tant que r reste plus petit que R, la valeur de x est positive, et la 
formule permet de construire le point cherché. Si la valeur de r se rapproche de 
celle de R, celle de x augmente, puisque son numérateur croît, et que son dé- 
nominateur diminue; le point s'éloigne donc sur la ligne des centres. Comme 
on peut rendre la différence (R — r) assez petite, pour que la fraction [2] soit 
aussi grande que l'on voudra, les rayons des cercles peuvent différer assez peu,, 
pour que le point soit aussi éloigné que l'on voudra. Enfin lorsque, à la limite, 
r=R, la fraction est. devenue plus grande que toute grandeur assignable. Le 
point de rencontre s'éloigne donc indéfiniment, et les deux droites, ne se rencon- 
trant piiAS, sont parallèles. On voit que, dans ce cas, l'équation |IJ prend la 

forme impossible : = 1 , et que la formule prend la forme singulière : 

X 

df 

x=—; il n'y a plus alors ni équation ni formule, et le point de rencontre 

n'existe plus; mais c'est précisément dans ce résultat que consiste la solution du 
problème. 

194. Remarque. Lorsque le dénominateur d'une fraction di- 
minue, la fraction augmente; et elle peut augmenter indéfini- 
ment, si le dénominateur diminue indéfiniment. D'après cela, on 
dit quelquefois que, le dénominateur devenant nul, la fraction 
devient infinie; et Ton écrit qu'elle a pour solution a? = c» . C'est 
là une locution incorrecte ; la fraction dont le dénominateur est 
nul ne représente rien. Si les données d'un problème varient de 
telle manière, que le dénominateur de la valeur de l'inconnue 
tende vers zéro, l'inconnue elle-même augmente sans limites; 
mais, lorsque le dénominateur est actuellement nul, la solution 
n'existe pas, et l'équation est impossible. 

198. Des solutions indéterminées. Lorsque la formule, qui 
donne lasolulion d'un problème, se présente sous la forme frac- 
tionnaire, il arrive parfois encore, que certaines hypothèses par- 
ticulières, faites sur les lettres qu'elle renferme, annulent à la 
fois son nnmérateur et son dénominateur. Cette formule prend 
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alors lia forme ^=5- Nous verrons plus loin (chap. vn), que le 

système qui Ta fournie est alors, en général, indàerminé; ce- 
pendant cette indétermination peut n'ôtre qu'apparente. 
Donnons des exemples de ces deux cas. 



Problème XV. On a deux lingots ; le premier contient a grammes d'or 
et b grammes d'argent; le second contient af grammes d'or eth' grammes (Targent, 
Quel poids de chacun de ces lingots faut-il prendre pour en former un troi- 
sième, contenant a grammes d'or et p grammes d'argent? 

Soient a; et y les poids à prendre dans le premier et dans le second lingot. 

Puisque le poids a + ^ contient a grammes d'or et b grammes d'argent, le 

poids X, extrait du môme lingot, contiendra — p-7 en or, — r-r ea aisgent. 
*^ a-f-o + 

De même, le poids y, extrait du second lingot qui pèse a' + h', contiendra 
a'u b'y 

On aura donc les deux àquatifins: 



ax 



g'y 



a + b^a'+V M ... 

a + b'^a'+V'^^'J 

Si l'on résovt se syâtème, on trouve : 

_ (a^b){ab'^m (£j^2(2&Z±L) 

^— ab'—ba' ' ^"" ab'—ba' 

Discussion. Si Ton fait Thypothèse, ^=gî=g) ^^s numérateurs et les déno- 
minateurs des deux formules sont nuls; de sorte qu'on a : 



Pour interpréter ce résultat, remarquons que Thypothèse admise a pour ooiisé- 
quences : 

a <£ g \ 

fr _ y _ p ( »^J 

et que, si Tan remplace dans les équations [1] les coefficients des inconnues par 
leurs valeurs — Tq» \, q , tirées des relations p], les équations se réduisent 
toutes» deux à féquation unique : | 

«+v=« + p. f3] ; 

n en résulte î(t«S),'que le système [I] est indéterminé. Mais le^oblhM Vkl- 
même est indéterminé, et admet une infinité de solutions. En effet, Phypottaèse 
admife expdme, que le rapport 4e For à l'argent est le même dans les trois 
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lÎDgots; donc, quelles que soient les quantités que Ton prenne dans chacan des 
deux premiers, elles formeront évidemment un alliage au même titre. Ces quan- 
tités ne seront astreintes qu'à vérifier réquation [3] . 

«•V. PBOBiivE XVI. Calculer la surface d'un trapèze dont on donne Î€9 
hases B et h, et la hauteur h, en la considérant comme la différence des surfaces 
des deux triangles que Von obtient j en prolongeant les deux côtés non parallèles 
jusqu'à leur rencontre. 

Désignons par x Taire cherchée ; et prexums paur inconnues auxiliaires les 
liftuteurs y elz des deux triangles. Les surfaces de ces triangles ayaaJt pour ax- 
presaions 4 By et i bz, on a d'abord réquation : 

aî = i(By-fcif). [1] 

Comsie les deux triaagles sont semblahlea, les bases. eont pro{K>rtk>nuelles aux 
hauteurs; donc 



V_B 



12J 



Enfin^ la hauteur h étant la difiërence des hauteurs y et i, on a : 

y-x=/». [3] 

Pour êfiminer les inconnues auxiliaires, on remarque que l'équation [t] donne : 



y— X B— 6 
y ^ B ' 


y— 


X B— 6 
"=■ b ' 


d'où, en vertu de l'équation [3] : 






Bh 


%— 


bh 


^-B-b' 


•B-6- 


£n substituant ces valeurs dans l'équation [1], 


on obtient enfin : 









IhscussiON. Tant que b n'est pas égal à B, cette formule donne, pour la surface 
du trapèze, une valeur parfaitement déterminée. Mais si l'on suppose b = B, îa 

forxBuie sepcéflente summ la forme r=-; et le problème parait iadétenmiaé. Ce- 
pendant cette indétermination n'est qu'apparente ; car, dans ce cas, le trappe 
devient un parallélogramme, dont la surface est égale à Bh. On peut, d'ailleurs, 
tirer de la fraction cette expression de la surfece, si l'on remarque que le facteur 
(B — 5) divise (B^ — l^), et qu'en supprimant ce facteur commun, il vient : 

»=^(B + fc), 

formule connue de l'aiie du trapèze, laquelle devient effectivement, x:=Bhf 
dans le cas où & s= B. 

198. Remarqite. On Toit que, lorsqu'on rencontre une for- 
mule, qui, par suite (Thypolhèses particulières, prend la forme 
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jr» il ne faut pas se hâter d'affirmer que le problème, dont elle 

donne la solution, est alors indéterminé. Il peut arriver que 
rindéterminalion ne soit qu'apparente, el qu'elle tienne, comme 
dans l'exemple précédent, à la présence d'un facteur commun 
aux deux termes, facteur qui devient nul en vertu des hypo- 
thèses admises. On doit alors, avant toute hypothèse, supprimer ce 
facteur commun, el faire ensuite, dans la formule ainsi simplifiée, 
les hypothèses convenues : on obtiendra la vraie valeur de la 
fraction, pour ce cas particulier. 

Supposons, par exemple, qu'on ait trouvé comme solution d^un problème : 

g» — 3a^4-4o — 2 

*" a^ + aa— 4 • 

et que la discussion amène à faire Thypothëse , a = 1. Les deux termes s'annu- 

lent, et la fraction prend la forme -. Or, les deux termes étant des polynômes 

entiers en a, on sait (VS) qu'ils sont divisibles par (a^l). On effectuera donc 
cette division, et Ton trouvera la formule simplifiée : 

*~ a + 4 ' 
formule qui, pour a= 1 , prend la valeur 9 = -. 



EXERCICES. 

I. Deux vases, de capacités v et t/, contiennent chacun un mélange d'eau et 
de vin, dans le rapport de m à n pour le premier, et dans le rapport de m' à n' 
pour le second. Quelle capacité x doit-on donner à deux autres vases égaux 
entre eux, pour que, les remplissant à la fois, l'un dans le premier^ l'autre dans 
le second, et versant dans chacun d'eux ce qui a été pris dans l'autre, la propor- 
tion de l'eau au vin devienne la môme dans les deux vases? Montrer, à priori , 
que le résultat doit être indépendant de m, n, m', n'. 

On trouve l'équation : 

m(v^x) m'x n («—g) n*x 
m-f n **" m'-{-n' m-\-n "^m'-^-n' 



et la formule : 



m'^v'-^x) mx n'(v'—x) nx * 
vv' 



'v-f. «'• 



II. Les aiguilles des heures, des minutes et des secondes sont toutes trois sur 
le chiffre XII du cadran. On demande après combien de temps TaiguUle des se- 
condes divisera en deux parties égales l'angle formé par les deux autres. 
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En désignant par x le nombre de secondes écoulées, on trouve : 

JII. Trois mobiles parcourent une même ligne droite^ d'un mouvement uni- 
forme, avec des vitesses t?, v', v". Ils sont actuellement à des distances a, a', a" 
d'un point de celte droite, dont ils s'éloignent tous les trois. On demande 
après combien de temps le premier sera aux J de la distance qui sépare lesdeux 
autres* 

En désignant para; le temps écoulé, on trouve : 

*~"5t?-2tj'— 3t'" 

si, après ce temps^ le troisième mobile est en avant du second; 

, . 3a' f 2a" —5a 
et, au contraire, «=7 r-7 — ;rïï» 

si, après ce temps, le second mobile est en avant du troisième. 

Il peut y avoir deui solutions, ou une seule; il peut ne pas y en avoit du 
tout : on examinera les conditions de ces difTérents cas. 

On généralisera la solution, en supposant que les mobiles ne marcbent pas 
tous dans le même sens. 

IV. Un parallélipipède rectangle, dont les arêtes sont a, &, c,^tant donné, 
trouver le côté x d'un cube, tel que les surfaces des deux solides soient dans le 
même rapport que leurs volumes. 

^ahc 



On trouve : 



' a& -f- ac + bc 



Y. Trouver une proportion, dont les quatre termes surpassent également les 
quatre nombres a^h^Cj d. 

En désignant par x le nombre qu'il faut ajouter à chacun de ceux-ci, on 
trouve • 

hc—ad 
^ a + d—b — c' 

Discuter la solution, 1** lorsque bc =:ad, 2* lorsque a+d=b-\-c, 

VI. n pierres sont rangées en ligne droite à d mètres de distance les unes des 
autres. On propose de déterminer, sur cette droite, la position d'un point X, tel 
qu'il y ail deux fois plus de chemin à faire pour transporter successivement 
chaque pierre au point X, que pour les transporter à la place occupée par la 
première d'entre elles. On supposera, dans les deux cas, que l'on parte de cette 
première pierre. 

Si l'on désigne par x la distance du point X à la première pierre, en suppo- 
sant ce point au delà de la dernière, on trouve . 

^ 3n(yi-l) . 
2»— 1 



Digitized 



by Google 



142 LIVRE II. 

On généralisera, en supposant que le rapport des chemins à parcourir est «i 

au lieu de 2 ; on trouvera : 

. (ffl + l)n(n~1)^ . 
^= 2ÏÏ^rî ^> 

et Ton discutera les conditions de possibilité du problème. Si la solution est né- 
gatiTB, est-il possible de l'interpréter? 

VIL II faut un nombre d'hommes égal à a, ou un nombre de femmes égal 
à b, pour faire, en n jours, un ouvrage représenté par m. Combien faut-il ad- 
joindre de femmes à (a— p) hommes, pour faire, en (n— p) jours, un ouTiage 

représenté par (m -hp)î 

&P ( - . (wv-l-n)oi 
Ontroure: «=^| l+^îTS^-jj- . 

YIII. Deux horloges À et B sonnent l'heure en môm» temps, «I» l'on entend 
en tout dix-neuf coups. Déduire de là Theure qu'elles marquaient, sachant que 
l*horIoge A retarde sur l'horloge B de deux secondes, et que les coups de A se 
succèdent à trois secondes d'intervalle, tandis que ceux de B se suivent à quatre 
secondes d'intervalle. On admet enfin, que l'oreille ne perçoit qu'un seul son, 
lorsque les horloges sonnent dans la même seconde. 

£n désignant par x l'heure ou le nombre de coups sonnés par chaque hor- 
loge, on remarque que le nombre des coups perdus pour l'oreille eai 1, ang- 

menté du plus grand nombre entier contenu dans — = — ; et l'on en conclut 

que « = 11. 

IX. Trouver trois nombres x^ y, x, en progression arithmétique, tels que le 
premier soit au troisième comme 5 est à 9, et que la somme des trois nombres 
soit égale à 63. 

On trouve : »=15, y =21, «=27.« 

X. On donne la suite : 

a + &, ap-k-hqy ap^-^-bq*, ap* + hq*, ap* + 6qV..; 
et Ton propose'de trouver deux nombres x et y, tels que chaque terme de cette 
suite puisse s'obtenir en multipliant le précédent par x, et l'antéprécédent par y, 
et en ajoutant les résultats. 
On forme le troisième et le quatrième terme d'après cette loi,, et Ton tronve : 

aj=p+g, y=— pg; 

puis l'on prouve qu'en effet ces multiplicateurs donnent tous les termes de 
la série. 

XI. On donne la suite : 

a-l-6+c, ap+hq + CTy ap^+hq^ +cr^, ap3 -j- bq^ + er»..., ; 
et l'on demande de trouver trois nombres x, y, x, tels que chaque terme de 
cette suite s'obtienne en multipliant le précédent par », l'antépiécéde&t par y, 
et celui qui précède de trois rangs par j?, et en ajoutant les résultats. 

On trouve: a? = p + q-f-r, y^z-^^q^pr^qr, sf=pqr. 
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Xn. Un train T, dont la vitesse est t?, part après un autre train T', dont la 
vitesse est t/; et le retard est calculé de manière qu'ils arrivent en môme temps 
h. la destination. Le train T' est obligé de ralentir de moitié sa vitesse, après avoir 
fait les deux tiers de la course: et il y a rencontre des trains, a lieues avant la 
fin du voyage. Trouver la longueur totale x du trajet. 

On trouve : «=60— 3a--. 

V 

XIII. Pour faire un certain ouvrage, A emploie m fois autant de temps queB 
et C réunis; B emploie n fois autant de temps que A et C;, G emploie p fois 
autant de temps que A et B. Trouver une relation entre m, n et p. 

On trouve; -J— .+ _L--| ?--=l. 

m+l n+1 ^ p + 1 

XÏV. On donne deï points A, B, C, D,... sittfés sur une ligne droite, à des 
distances a, b, c, d.... d'un point de cette droite. Trouver, sur cette droite 
un point X tel, que sa distance a; à un point quelconque M de la droite donnée 
soit la moyenne des distances des points A, B, C, D,.... au point M. Montrer 
qu'à Taide de conventions convenables, on peut résoudre le problème par une 
seule formule, quelles que soient les positions des points A, B, C, D,..,. à 
droite ou à gauche de 0. 

La formule est : x= — ^ ^ T . — jLLIIl 

n ' 

n étant le nombre des points considérés : elle est indépendante de la position 
du point M. 

XV. Deux triangles rectangles ont les côtés de Pangle droit dirigés suivant les 
mênaes droites, et représentés par a, b pour le premier, et par a', b' pour le se- 
cond. On propose d'abaisser du point de rencontre des hypoténuses des per- 
pendiculaires sur les côtés, de calculer leurs longueurs, et de discuter les dif- 
férents cas qui peuvent se présenter. 

Les formules sont, en désignant par « la parallèle aux côtés a, a', et par y la 
parallèle aux côtés b, b' : 

aa'(b'—b) _bb^(o— gQ 

ab' — 5a' * ^ "" ab' — ba' ' 
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CHAPITRE VI. 

DES INÉGALITÉS. 

$ I. Principes sur les iDégaiités considérées isolément. 

199. DÉFINITION. Oq dit qu'un nombre a est plus grand qu'un 
nombre 6, quels que soient leurs signes, lorsque la différence 
(a — ft) est positive. 

200. Corollaire : 1° Un nombre positif quelconque est plus 
grand qu'un nombre négatif quelconque. Ainsi : 

l>-8; [l] 

caria différence I— (— 8) est (20) égale à 1 4-8 : elle est po- 
sitive. 

2* Un nombre négatif est d'autant plus grand que sa voleur 
absolue est plus petite. Ainsi : 

— 7>-20; [2] 

car la différence — 7 — (— 20) est (20) égale à + 20 — 7 : elle 
est positive. 

3° On doit regarder zéro comme plus grand que tout nombre 
négatif. Ainsi : 

0>-4; [3] 

car la différence — (— 4) est (20) égale à + 4; elle est po- 
sitive. 

De là résulte que, si Ton écrit les nombres tant positifs que 
négatifs de la manière suivante : 

-«, —4, —3, —2,— 1,0, 1,2,3, 4, 00, 

un nombre quelconque, pris dans cette suite, est plus grand 
que tottt nombre placé à sa gauche, et plus petit que tout nom- 
bre placé à sa droite. 

On exprime ordinairement qu'un nombre a est positif, et 
qu'un nombre b est négatif, par les formules : a>0, 6<0. 

201. Inégalités renfermant une inconnue. Lorsqu'une ex- 
pression, qui dépend d'un nombre inconnu, doit être plus grande 
ou plus petite qu'une autre, cette condition, que l'on nomme 
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inégalitéf permet, en général, d'assigner des limites, entre les- 
quelles rinconnue doit ftlre ou n'être pas comprise. Nous en 
donnerons dans ce chapitre quelques exemples. 

* 
202. Principe I. Onpeut^ sans altérer ks conditions qu* exprime 

une inégalité^ augmenter ou diminuer ses deux membres d'un même 
nombre. En eflet, rinégalilé fl>6, est équivalente, par défini- 
tion, à a— 5>0. Or quel que soit m, on a : 

a— fr^a+m— 6 — m = {a'\-m) — (64"*'*)» 

donc : {a-^-m) — (6 + m) > 0, 

ou, d'après la définition: 

Il résulte de là , qu'on peut faire passer un terme d'un membre 
d'une inégalité dans Fautre^ en changeant son signe, comme s'il 
s'agissait d'une équation. 

205. Principe IL On peut multiplier les deux membres d'une 
inégalité par un mêms nombre, pourvu qu'il soit positif. 

En effet, l'inégalité a>6 équivaut à a— 6>0. Or, si l'on mul- 
tiplie (a — b) par un facteur positif m, le produit est positif. 

Donc on a: (a — 6)m>0, ou aw— 6m>0, 

ou , d'après la définition : 

am > bm. [5] 

On peut aussi multiplier les deux membres de l'inégalité par un 

facteur négatif, mais U faut changer le sens de l'inégalité. Car si 

l'on a : 

a>6, ou a— 6>0, 

le produit de (a— 6} par un facteur négatif m sera négatif. On 
aura donc : 

(a — 6)m<0, ou am — 6m<0, 

ou, enfin: 

am<6m. [6] 

i Ces principes permettent de chasser les dénominateurs d'une 

inégalité, comme s'il s'agissait d'une équation , quand on connaît 

Alg. B. I" Partie. 10 
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le signe du multiplicateur. Les mêmes principes s'appliquent à 
la division des deux membres d'une inégalité par m; €ar la divi- 
sion par m revient à la multiplication par —, et les deux nombres 



m et — sont toujours de même signe. 



404. Principe IIL Lorsqxie les deux membres (Tune inégalité sotu 
positifs, on peut les élever à une même puissance m*"', quel que soit 
m. En effet, plus un nombre est grand, plus sa puissance m"' 
est grande. Ainsi, 7>3 donne 7*>3*. 

Lorsque les membres ne sont pas tous deux positifs , il faut 
distinguer plusieurs cas. 

1» Quels que soient les signes des deux membres y on peut les élever 
à une mhne puissance m"«, lorsque m est impair. Car ies deux 
membres, après l'opération, conservent leurs signes, et par 
suite, le sens de leur inégalité. Par exemple, 

si 7 > — 1 3, on en conclut 7» > (— 1 3)« ; \ 

si -7>-13, » (-7)»>(-13)'. ] L^^ 

2» Mais si l'on a à élever les deux membres d'une inégalité à 
une même pirâsance de degré pair, il faut distinguer encore. 

Quand les deux membres sont négatifs^ Vinégalitè change de sens; 
car les deux membres deviennent positifs, après l'opération. 
Ainsi , de l'inégalité 

— 7>~13 

oncoacltti suecessivemenl : 

13>7, 13*>7S (— 13)*>(-7}», 
et, par suite, (— 7y<(— 13)*. [8] 

Si ka deux membres sont de signes différents ^ on ne peut phs 
donner de règle. L'inégalité peut changer ou ne pas changer de 
sens, ou même se traasforioer ea égalité. Ainsi Ton a : 

7>- 3 et 7*>(— 3)*,) 

7> — 13 et 7*<(— 13)%> [9] 

7>— 7 et 7*=(— 7)*. 1 

203. Principe IV. 1* Quels que soient les signes des deux membres 
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(Tune illégalité, on peut en extraire une racine (Tindîce impair; car 
les deux racines ont le même signe que les deux nombres. Ainsi : 

27 > 8 donne v^27>v^8, ou 3> 2, j 
27>— 8 » ^27 >^^, OU 3> — 2, > [10] 
— 8>— 27 » s/'-^>^^^^f OU— 2>— 3. 1 

2*^ 51 P indice est pair, il faut, pour que' les racines existent, que 
les deux membres soient positifs (96). Et alors, chaque ratine a 
deux Dateurs égales et de signes contraires. Dans ce cas, Vinégalité 
conservera son sem ou en changera, selon que Con considérera les 
valeurs positives ou les valeurs négatives des racines. Ainsi : 

rinégaUté 36>25, 

( v/36> v^ ou 6> 5, ) .,,^ 

donne: { ^_ ,— ^ M [11] 

f— V^<— V^25 ou — 6<— 5. ) 

Mais,, si Von prend des signes différents pour les d&ux racines^, le 
terme négatif est toujours le plus petit. Ainsi 

rinégalité, 36>26, 



donne: (v;!!>-v;!!' ^" ^>-^' î 
(v'25>— v'ae-i ou 5>— 6. ) 



[12] 



s II . Principas sur les inégUité» simultanées. 



206. Principe V. On peut additionner membre a membre dkux 
inégalités de mime sens : la nouvelle inégalité a le méms sens que 
chacwne. d'elles. 

Soient, en effet, les deux inégalités : 

elles^équiYBlentaux suivantes : 

o — 5>0, c— d>0; 
or la somme de deux quantités positives est positive^, donc on a: 

ou (ï+c>6+d. [131 I 

Mais cette nouvelle inégalité ne peut pas, comme lorsqu'il 
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s'agit d'équations, remplacer l'une des deux proposées. En d'au- 
tres termes, les deux systèmes, 

( a>6, ( a>h, 

I c>il, l a+c>b + d, 

ne sont pas équivalents. Le second est une conséquence du pre- 
mier, mais le premier n'est pas une conséquence du second. 

Si les deux inégalités sont de sens contraires, il n'y a pas de 
règle à donner. On a, en effet : 

8<13; } «* 7 + 80+13; 

I<12; ) «* 7 + 8 = 3 + 12; 

\%à\ ] «* î + 8>3+10. 

207. Principe VI. On peut soustraire membre à membre (Tune 
inégalité wne autre inégalité de sens contraire : la nouvelle inégalité 
subsiste dans le sens de la première. 

Soient, en effet, les deux inégalités : 

a>b, c<d; 

elles équivalent aux suivantes : 

a>à, d>c; 

et, par suite (206), elles donnent : 

a+d>b + c, 
ou (208) a—c>b—d. [14] 

Cette nouvelle inégalité ne peut pas remplacer l'une des deux 
proposées. 

On ne peut pas soustraire une inégalité d'une autre, quand 
elles sont de même sens (206). 

208. Principe VIL On peut multiplier membre à membre deux 
inégalités de même sens^ quand tous les termes sont positifs : finèga- 
lité nouvelle est de même sens que chacune d'elles. 

En effet, soient : a>6, o>d\ 
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puisque c ei b sont positifs, on a, en multipliant la première 
par c, et la seconde par b (205) : 

ac>6c, bc>bdj 

et, par suite, ac^bd. [15] 

Si les quatre termes sont négatifs, Vinégaliti nouvelle est de sens 
contraire à celui des deux proposées. Car en multipliant la pre- 
mière par c et la seconde par b, on a, puisque ces facteurs sont 
négatifs : 

a(?<&c, bc<,bd, 

et, par suite, ac<bd. [16] 

La nouvelle inégalité [15] ou [16] ne peut pas remplacer une 
des proposées.. 

On ne saurait donner de règle générale, quand les termes ne 
sont pas tous positifs ou tous négalifs. On ne peut rien dire non 
plus, quand les inégalités sont de sens contraires. 

209. Principe VIII. On peut diviser membre à membre une 
inégalité par une autre de sens contraire, quand tous les termes sont 
positifs : la nouvelle inégalité a le même sens que la première. 

Soient, en eflfet : a > ft, c < d ; 

on peut écrire : û > 6, d > c. 

et , par suite (208) , ad>bc; 

d'où l'on tire, en divisant les deux membres par cd (205) : 

. 2>|. [.71 

Si les quatre termes sont négatifs, Vinégalitè nouvelle a le sens de 
la seconde : car, en faisant la multiplication, ou a (208) : 

ad<^bc; 

et, en divisant par cd, qui est positif, il vient : 

On ne peut pas donner de règle générale dans les autres cas. 
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S III. Des inégalités du premier.4egré à uneincoosuo. 

210. RÉSOLUTION *DE l'inégalité. iliic inégalité à une in- 
conttaeest dite du premier degré, lorsqu'elle peut se ramener à 
la forme 

a, 6» af, b\ désignant des nombres donnés qui peuvent être posi- 
tifs ou négatifs. 

Pour résoudre cette inégalité^ on £ait passer des termes conlc- 
nant l'inconnue d'un côté, les termes connus de l'autre (209); 
et l'on a : 

(a— ^')^>i> — '• 

Puis on distingue deux cas : 

I« Si (a — a') est positif, on a , en Avisant (203) par {a^a) : 

2* Si {a—a") est négatif, on a, au eontraffe (208) : 

Ainsi, pour satisfaire à Vinégaîité , il suffit de prendre x supé- 
rieur ou inférieur à une certaine limite. On peut remarquer que 
cette limite est précisément la valeur de x, qui rendrait les deux 
membres égaux. 

211. Problème. Nous résoudrons, comme application, le problème suivant: 
Dettx p^nts ketB sont situés à une distance 2c ; on sait qu'un poùU M est 
tel que}/Lk-\- MB = 2a, a étant une longueur donnée, plus grande que c. On 
demande entre quelles limites peuvent varier AM et BM. 

Supposons AM > BM. Posons : AH =:a;, BM = y. On A û'àÏHxd., d'après 
renoncé : 

« + y = 2o. [IJ 

De plus, pour que le triangle âMB soit possible, il faut que chaque côté soit 
plus petit que la somme des deux autres, c'est-à-dire que Ton ait : 

2c < « 4- y, y < 2c + «, « < 2c + y. 

Or la première de ces inégalités est évidente, d'après Téquation [1] ; la seconde 
est évidente, puisque y est plus petit que x. Reste donc la troisième , 

« < 2c + y. fJl 
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Si Ton remplace y par sa valeur (2a — x), cette inégalité deyient : 

» < 2c + 2a — a? ; 
d'où x<a+e. [3] 

Mais y, qui est égal à (2a — x), est d'autant plus grand que x est plus petit. 
Donc y dût éXtt plus graad que [2a -*- (a + c)], c'estA-dlre q«B (^— e). Ainsi : 

y > a — c. [4] 

Telles sont les limites cherchées. 



I. Démontrer que la moyenne arithmétique entre deux nombres positif iné- 
gaux est plus grande que leur moyenne proportionneUe. 

On s'appuie sur T inégalité, (a — ()' > 0. 

II. £tant donnés deux nombres a, b, positifs, a > h^ déduire de Llnégalité, 

x-\- a X -x -b 



yja' + x^ V^' + a;»' 
les limites entre lesquelles \sl valeur de x doit être comprise. Les radicaux sont 
pris avec le signe +• 
On trouve que » doit être négatif^ ou plus grand que ^ôF. 

III. Démontrer que * ^ \fabcd est comprise entre la plus grande et la plus 

pctttedes quatre expressions xfûy \/b 9 y/c^ )/d> 

On démontre cette propriété pour les logarithmes de ces expressions.; et Ton 
en tire la conséquence pour les expressions elles-mêmes. 

IV. Démontrer que Ton a toujours : 



aa-haV+a''a*+.... < •a^ + a'» -|- a"^ 4- . . . . •a» + a"+a''»+ ... , 

ti a' Œ* 
à moins que Ton n'ait : - = - = --=:.... 

On suppose d'abord a, o', a*', . . . , a, «'a", .... positifs ; et l'on vérifie 
l'inégalité^ en élevant les deux membres au carré : puis on généralise. 

V. Prouver que «* + y* — x^y — rcy* est toujours positif, quelles que sdent 
les valeurs positives de x et de y. 

On le démontre en décomposant l'expression en faetems. 

VI. Prouver que l'on a : 3(1 •\- a'^ •\- a^) > (\-\-a-\- a*)S quelles que soient 
les valeurs, positives ou négatives, de a. 

Même mode de démonstration. 

VII. Démontrer que l'on a : ahc > (o + b — c) (a -h c — ^) (b + c— à), quels 
que soient les nombres positifs inégaux a, b, e. 

On s'appuie sur des inégalités évidentes, de la forme, a* > o* — (b— c)». 
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CHAPITRE VII. 



DISCUSSION DES FORMULES GENERALES. 



S I. Discussion de la formule générale de résolution d'une équation 
du premier degré à une inconnue. 

212. Formule générale. Une équation du premier degré à 
une inconnue ne peut renfermer que deux sortes de termes, 
savoir : des termes qui contiennent l'inconnue et des termes qui 
ne la contiennent pas. Si donc on réduit, dans chaque membre, 
les termes semblables, la forme la plus générale de réquation 
sera * 

ax + b = a'x + b'. • [1] 

On en tire : (a — a') a? = 6' — ft ; 

et divisant par {a — a'), on a la formule : 

a— a' *■ ^ 

Mais cette formule n'est équivalente à l'équation [1], que dans 
le cas où {a— a') n'est pas nul (124). 

215. Discussion de la formule. Lorsque a' n'est pas ^gal à o, 
► la formule [2] représente un nombre positif, nul ou négatif, qui, 
substitué dans Téqualion [1] , et traité d'après les règles conve- 
nues, rendra le premier membre égal au second. Le seul cas 
que Ton doive examiner à part est donc celui où (a— 00 = 0. 
Mais alors deux hypothèses se présentent : 

P (a —a') est nul, sans que (b'—b) le.soiL La formule [2] donne : 

b'^b 

ce qui ne signifie rien. Si Ton remonte à l'équation pour inter- 
préter ce résultat, on voit que, a' étant égal à a, il vient : 

aX'{'b = aX'\'b\ 
ce qui ne peut avoir lieu, puisque V n'est pas égal à b. 
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Donc V équation est impossible; et rimpossibilité se manifeste^ dans 
la formule^ par la forme, x = -q- 

2* (a — a') est nul, en mime temps que (b' — b). La formule de- 
vient, dans ce cas : ^^ n ' 

ce qui ne signifie rien. Si l'on remonte à l'équation, on voit 
qu'elle devient : (W? + 6 = aa? -f- ^• 

Donc V équation est satisfaite, quel que soit x ; et l'indétermination 

se manifeste par la forme, ^ ^ ô* 

Ainsi, une équation du premier degré à une inconnue admet 
une solution unique et déterminée, ou elle n'en admet aucune, 
ou elle en admet une infinité. 



§11. Discussion complète des formules générales de résolution 
d'un système de deux équations à deux inconnues. 

214. Formules générales. On sait (1^3) qu'un système de 
deux équations à deux inconnues x, y, peut toujours se rame- 
ner à la forme : 



ax+by = c,\ 



Appliquons à ce système Tune des méthodes connues ; par 
exemple, la méthode par addition et soustraction. Pour cela, 
multiplions la première équation par b', et la seconde par b, et 
retranchons le second résultat du premier ; nous aurons : 

(06'— W)a?=c6'-ôc'; d'où ^= %Zla' ' 

Multiplions, au contraire, la première équation para' et la se- 
conde par V, et retranchons le premier résultat du second; 
nous aurons : 

(aV—ba')y=:ac'^ca'; d'où y = |i^ii. 
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Ainsi, le systèsie [ l ] a pour solution le système : , 

Les formules [2] sont les formtiles générales <cle la sblofion 
Elles ne sont légitimes qu'autant que {ab'-^ba') n*est pas égal à 
zéro. On vérifie aisément qu'elles satisfont aux équations dans 
ce cas. 

818. RÈGLE POUR COMPOSER LES FORMULES. Ou Obtient facile- 
ment ces formules à Taide des remarques suivantes : 

1» Pour former le dénominateur commun {ab'^ ba% on écrit, 
Tune à la suite de l'autre, les deux permutatixms ab et ba des deux 
lettres a et 6, en les séparant par le signe — .y et en accentuant 
la dernière lettre de chaque terme. 

2«» Pour former le numérateur de la valeur de chaque incon- 
nue, on remplace, dans l'expression (a&' — 6a'), les coeffidenls 
qui, dans les équations, multiplient cette inconnue, par le terme 
tout connu de 1 équation correspondante. Ainsi , pour la valeur 
de X, on remplace a et a' par c et c' : et^ pour la valciur de y, on 
remplace b et b' par c et c'. 

216. Marche a suivre pour la discussion des formules. 
Lorsque le binôme {abf •— ba') n'est pas nul, les formules [SJ ne 
donnent lieu à aucune difficulté ; elles fournissent pour x et 
pour y des valeurs déterminées. Le système [1] a une solution 
et une seule. Il n'y a donc à examiner que le cas où ab' — 6a' = 0. 

Nous supposerons d'abord que celte égalité ait lieu, sans 

"qu'aucun des coefficients a, 6, a', 2/, soit nul ; elle est alors équi* 

valente à la suivante : 

a _b 

laquelle exprime que les coefficients des deux inconnues^ dans les 
deux équationsj sont respectivement proportionnels. 

Nous examinerons ce que deviennent, dans cette hypothèse, 
les formules [2] ; et nous chercherons à interpréter ks résultats 
en remontant aux équations [1]. 

217. Théorème I. Dans le cas oûaV — ba' = 0, les numéra- 
teurs des valeurs [2] de x et de y sont nuls tous deux à la fois, ou m 
sont nuls ni Vun ni Vautre. 
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Pour le prouver, remarquons que la condition aV-^ba' = 0, 
donne : 

a ' 

donc, si Ton désigne par N« et Ny les numérateurs de x et de y, 
on a^^en remplaçant, dans N*, b' par sa ¥aleur : 

y^-,^r_^,>^c&^^ ^^.^cba!-abc'_b{car^uc^ 
a a a 

Or, {col—ai) est égal au numérateur de y, changé de signe; 
donc: 

Gomme 6 et a ne sont nuls ni l'un ni l'autre, on conclut de là 
que si Ny est nul, N« Test aussi ; mais que, si N, n'est pas nul, 
N« ne peut Vôtre non plus. C'est ce qu'il fallait démontrer. 
Il résulte de là, que les vakurs de x et de y se présentent à la 

fois sous la forme -r^ ou à la fois sous la forme — . 

âl8. Théorème IL Dans le cas où ab' — ba'=0, les deux équa- 
tions [I] sont incompatibles y ou elles rentrent Vune dans Vautre. 

Pour le prouver, substituons à b' sa valeur dans la seconde 
des équations [1] ; elle devient : 

• a*X'\ l/ = c', ou oa*a? + ^û'î/=®<?'. 

a 

Mais, en multipliant la première des équations [I] par a', on a : 

aa'X'{'ba'y = ca'. 

Ainsi, dans ce cas, les équations [1] sont équivalentes à deux 
autres équations qui ont le même premier membre, et dont les 
secoads membres sont ac' et ca'. Si donc ac' et ca' ne sont pas 
égaux, les deux équations sont incompatibles; mais si tK?=::ca\ 
elles sont identiques. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

210. Conséquences. !• Lorsque ac' n'est pas égal Aca', Ny n'est 
pas nul; et, par suite (217), N., ne l'est pas non plus. Donc, 
lorsque les deux équations [1] sont incompatibles, les formules [2] 5e 
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présentent toutes deux sous la forme -^ . Celte forme est donc le sym- 
bole de r impossibilité. 

2* Lorsque ac'=ca',N. est nul, ainsi que N, (217). Donc^ lors- 
que les équations [1] rentrent l'une dans Vautre, les formules [2] se 

présentent toutes deux sous la forme g. Cette forme est donc le sym- 
bole de Pindétermination. 

Un système de deux équations à deux inconnues admet donc 
une solution unique et déterminée, ou bien il n'en admet an- 
cune, ou bien il en admet une infinité. Mais nous avons supposé, 
dans cette discussion, qu'aucun des coefficients des inconnues 
n'est égal à zéro ; il nous reste à examiner maintenant les cas 
particuliers où quelques-uns d'entre eux seraient nuls, en même 
temps que (Aft' — ba'). 

220. Cas où l'un des coefficients est nul en même temps que 
(a6' — 6a'). Supposons qu'on ait, à la fois, 

a6' — 6a' = 0, b'=^0; 
il en résulte que 6a' = 0; donc : ou a' = 0, ou &=0. 
!• a' = 0, les formules [2J deviennent : 

_— 6£ _a£ 

Donc, si c' n'est pas nul, elles prennent toutes deux la forme ^: 

et, si c'=0, elles prennent toutes deux la forme g. Or les équa- 
tions deviennent alors : 

aX'\'by = ê, 0=zc! 
elles sont donc incompatibles, dans le premier cas,4)uisque la 
seconde est absurde; et il n'en existe plus qu'une dans le se- 
cond cas, puisque la seconde est identique. Donc, les formes 

^ et I, que prennent ici Us formules, sont encore le symboU, Fme 
de rimpossibilité, Vautre de l'indétermination. 
2* Si 6 = 0, les formules deviennent : 

ad — ca' 



Digitized 



by Google 



DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 157 

donc, si cd n*est pas égal à ac\ y se présente sous la forme ~, 
tandis que a? prend la forme g. C'est une exception au théorème 
(217). Or, dans ce cas^ les équations deviennent : 



elles ne contiennent que l'inconnue x, et elles donnent : 

c c' 

a' a 

c c' 

mais -n'est pas égal à^, puisque ca' n'est pas égal à ac'; donc 

les équations sont incompatibles ; et l'impossibilité se manifeste ici par 
les formes simultanées — et -• 

Mais, si ac'=ca'^ les deux formules prennent la forme-; et 
les deux équations se réduisent à une seule : 

0?=- = - 

a a'* 

Cette équation détermine la valeur de x, mais la valeur de y reste 
indéterminée. Il y a donc ici une indétermination partielle, qui se 

manifeste par la forme-. On doit remarquer que cette forme af- 
fecte les deux formules, bien que la valeur de x soit parfaite- 
ment déterminée. 

Cette partie de la discussion comprend le cas où les coeffi- 
cients des deux inconnues sont nuls dans une même équation, 
et celui où les coefficients d'une même inconnue sont nuls 
dans les deux équations. Nous n'avons plus à examiner que le 
cas suivant. 

221. Cas où, en même temps que ab' — W=0, le coeîti- 

CIENT de X DANS L'uNE DES ÉQUATIONS ET CELUI DE y DANS L'AUTRE 

SONT ÉGAUX A ZÉRO. Supposons par exemple : 

ab'—ba' = 0, a=0, V=0. 
Il en résulte, que 6a' =0, c'est-à-dire que le second coefficient 
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do Tune des inconnues est nul aussi. Soit 6=0; alors les for- 
mules deviennent : 

—ca! 

cl les équations, 0=c, a*x^c\ 

Si donc ni c ni a' ne sant nuls, la première équation est ab- 
surde; et il y a impossibilité^ laquelle se manifeste par les formes 

simultanées jj ^^ -jr- 

Sic est nul, la première équation est identique; la seconde 
détermine or; ily a une indétermination partielle^ laqueUe se ma- 

infeste par la forme-* 

Si a' est nul, ily a impossibilité, bien qme les formules se pré- 
sentent toutes deux sous la forme -. 

222. Tableau DE la discussion. On peut résumer la discus- 
sion précédente dans le tableau suivant : 

1. a5'-&a'^0 ja;=j^^ij^,y=^^^'; une solution détend 

•§ < i aC - ca'^0,ar=î^, y =^jil£2:; impossibiliié. 

*i n. a&'-.&o'=0 / 

I oc'— ca'= G ,«= -, y^â} indétermination. 

i </ ^ G , a; =- -— , y •= —■ j impossibilité. 

""'^^i G 

|c' = 0,»=-, y = nî indétermination . 



21 



ac'-^ca' . 



g ya5'— *tf=0 y 1 c 

r \ b'=0 \ I ^"^^' = 0'* = r » y =5 ; indéterm"» » partielle. 

c ^0,o'^0,!r=^, y=— î^; imp MSibUîtéL 
1 b'=0] ^ =^ ^ » ^= J?» y —q'* indétenn"» partielle. 

af=a, »=sg, y=g, impossibi'-ité. 

225. Cas où c et c' sont nuls a la fois. En dehors des cas 
que nous venons d'étudier, on discute encore celui où les termes 
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tout connus, c et c', sont nuls i la fois. Les formules se présen- 
tent sons la forme : 

_ _ 

^-ab'-^ba!' ^^ab'—ba;* 

Par conséquent , si ab' — ^' n*est pas nul, on a : a? = 0, y = 0. 

Mais, si a6'— 6a' = 0, les formules deviennent • ^= j:> !/ = n* 

Pour interpréter ces résultats, remontons encore aux équa- 
tions. Elles sont, dans ce cas : 

( ax+by=zO^ 
\a'x+b'y=^0; 

et eJJfiS peuvent s'écrire : 

b V 

b b' 

Donc, s% - n*est point égal à —, , cfest-à-dire, si (ab' — ba') n'est pas 
a a 

nuit ces équations n'ont d'autre solution gw6X = 0, y = o. Hais 

51 - = ->, c*est-à-dire, si ab' — ba' = 0, Iw deiw? équations rentretU 
a a 

Vune dans Vautre; il y a indétermination^ laquelle se manifeste par 
la forme -• Il faut remarquer que, dans ce dernier cas, le rapport 
des inconnues est déterminé; car on a : 

? = — -= — - 
y a a" 

% III. Discussion sommaire des formules générales de résolution 
d'un système de trois équations à trois inconnues. 

224. Formules générales. Une é(|uation du premier degré à 
trois inconnues a?, y, z, ne peut renfermer que quatre espèces 
de termes, savoir : des termes en a?, des termes en y, des termes 
en z^ et des termes tout connus. Le système des trois équations 
pourra donc toujours se ramener à la Corme : 

ax-^-by -^-cz^^-hy \ 

a!x + b'y'\-<fz=h!, [ [l] 

ijex'itV'y+d'z=li'. ] 
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Employons, pour le résoudre, la méthode de Bezoïit (iS4); 
mullipiions la première équation par X, la deuxième par X', et 
ajoutons membre à membre les produits et la troisième : 

= fcX + A'X' + fc\ [2] 

Posons ensuite : 

d*où nous tirons : 

^'- cb'^bd ' "- — cb'^bd' 

et, substituons ces valeurs dans Féquation [1], nous trouvons, 
tous calculs faits : 

^ kbY -kcV'+ckV—bkY+bdh!' —cVlf 
^ ab'd' — adb"+ca'b"— ba'd'+ bdd'^cb'd'* 

On trouverait, par un procédé analogue, les valeurs de y et 
de z. Mais il vaut mieux remarquer que si, dans la première 
équation, on change a; en y, y en ir et js en a;, puis a en b^h 
en c et c en a, cette équation devient : 61/ + cir-{-aa?.= fc, c'est- 
à dire qu'elle ne change pas. La même observation s'applique 
aux deux autres. Par conséquent , on aura y en faisant ces per- 
mutalions dans la formule qui donne x^ et l'on aura z en les 
opérant ensuite dans la valeur de y. On reconnaît ainsi que le 
dénominateur ne change pas, et Ton Irouvc le système de solu- 
tions : 

_ /gfey- kdb" + ck'b"^bk'd''\-bd1i''^cW 

^ — û6V'— adb" + ca'b" — ba'd" + bda!' — cb'd' ' 
_ gfey— adU'+ ca'k"--kaV+ kdd'^cKd' 

abY'-adb'+ca'b'''^baY+bda''—cVa''' ( ^^^ 
_ abV^ akV + ka'b"-- baT+ bkV— kb'd' 

^ ab'd'—adb'Jt'Ca'y''-- ba'd' + bda"'^ cVcf^ 

Ces formules ne sont légitimes que si le dénominateur com- 
mun n'est pas nul. On vérifie d'ailleurs aisément que, dans ce 
cas, elles satisfont aux équations [1]. 

22b. Règle pour composer les formules. Pour former le dé- 
nominateur commun, on considère les deux permutations ab et 
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ba; on place dans chacune la lettre c successivement, à droite, 
au milieu et à gauche ; ce qui donne : 

abc, acby caby et bac^ bca, cba. 

Puis on affecte la seconde lettre d'un accent, et la troisième de 
deux accents. Enfln on donne alternativement les signes + et — 
aux différents termes. On a ainsi : 

l) = abV—ac'b"+caV'-ba'c''+bc'a"—cb'ar 

On peut encore former le dénominateur commun d'une autre 
manière. On remarque, en effet, qu'on peut l'écrire : 

il est donc la somme des produits que l'on obtient, en multi- 
pliant respectivement les coefficients a, 6, c de la première équa- 
tion par les différences {b'cf' — cfb''), (c'a^'-^aY), (aV-^b'a"), On 
forme d'ailleurs ces différences, en multipliant en croix les coef- 
ficients des deux autres équations qui ne correspondent pas à là 
même inconnue que celui qu'on a choisi dans la première. Ainsi, 
les coefficients étant disposés comme il suit : 

a\ b\ c\ 
a\ V\ d\ 

1 2 

on prend pour multiplicateur de a, (6V' — c'6"), X ; on prend 

2 1 
2 1 

ensuite pour multiplicateur de 6, (c'a"^— aV), x ; on prend 

1 2 
1 2 

enfin pour multiplicateur de c, (aV — fcV), X . On doit re- 
marquer avec soin, que la croix, formée par les lignes qui réuni- 
raient les facteurs que Ton multiplie, doit être composée alterna- 
tivement dans des sens opposés, comme l'indiquent les figures. 
Lorsque le dénominateur commun est formé, on obtient le 
numérateur de chaque inconnue, en remplaçant, dans ce déno- 
minateur, le coefficient de l'inconnue par le terme tout connu 
de l'équation correspondante, c'est-à-dire en substituant /c, k', k'\ 
ha, a', a*', s'il s'agit iex;hb, b\ 6", s'il s'agit de y, et à c, c', c", 
s'il s'agit de z. 

226. Discussion. Lorsque D n'est pas nul, le système a une 
solution unique et déterminée, fournie par les formules [3]. On 
Alg. B. V Partie. 1 1 
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n*a donc à examiner que le cas où = 0, Or, Téquation [2], ap- 
pliquée successivement à la détermination des valeurs de x, 
de y et de z, donne : 

Da? = m, Dy = n, Dz=p. 

Si donc D = Oy et qu'une du moins des quantités myn,ip nesoU 
pas nulle^ Véquation correspondante est impossible. Le système est 

donc impossible; et Vimpossibilité se manifeste par la forme —, 

qu'affecte au moins Vune des inconnues. 

Si^ au contraire, on a à la fois, D=0, m = 0, n=0, p2= , 
les équations sont satisfaites, quels que soient x^ y^z; le système 

est indéterminé y et F indétermination se manifeste par la forme -, 
commune aux trois inconnues. 

227. Cas où les seconds membres des équations [1] sont nitls. 
Examinons enfin le cas où les équations proposées ne contien- 
nent aucun terme indépendant des inconnues : on peut les con- 
sidérer alors comme ayant lieu entre les rapports des inconnues; 
et il suffit, pour déterminer ces rapports, d'avoir une équation 
de moins qu'il n'y a d'inconnues. En effet, si nous considérons 
les deux premières équations : 

( ax-^-by -^cz =0, 
elles peuvetit s^crlre.de la manière suivante : 

z ^ z * 



,.z ' .z ' 



et r<m 6n4éduit : 



:^X 

„z 

i\x_^ c'b — b'c 
''z~ab'—ha'^ 
y a'c — da 
z ab' — bà'* 



Si) maintenant, on complète le système par la troisième équa- 
tion, et qu'on y substitue kxeiy leurs valeurs en z, tirées des 



rapports -, -, on trouve : 

z z 



Dt=0. 
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DonCy si D n'est pas nul^ il faut que Von ait rzssz o.; et par suite 
X = 0, y = 0. C'est la solution dans ce cas. 

Si = , la dernière équation est vériGé^, guel que soit z; 
elle est une conséquence des deux premières :Uy a donc indé^ 

termination ; et celle indétermination se manifeste par la forme - 

qxie présentent les formules générales ; mais les rapports des incon' 
nues restent déterminés. 



>f% lY. J>isous8ios^du |»ûbiàift&)4a3 eoarxiers. 

228. Problème. Nous terminerons ce chapitre par la réso- 
lution d'un problème dont la discussion résumera tout ce qui 
a été dit plus haut ; nous y tronverans une application remar- 
quable de la théorie des quantités négatives, et nous y rencon- 
trerons aussi les différents cas d'impossibilité. et d*indétermina- 
tion dont nous avons parlé. 

Deux courriers M et M' parcourent une. droite indéfinie XX', dans 
le sens XX', avec des vitesses v et v' ; le courrier M, passe en un 
point Â de cette ligne ^ h heures avant que le courrier W ne passe 
en un autre point A!. La distance AA' = d. Vn demande le point de 
rencontre des deux courriers. 



-X' 



K' A il' A' R 

Le point de rencontre ^cherché, peut être, soit en R à droite 
de A', soit en R' entre A et A', soit en R" à gauche de A ; sa posi- 
tion dépend des nombres v, v'.d^ h. Il est donc indispensable 
.de distinguer .plasieuFS cas. 

M9. !♦' Cas. On suppose v^V, er'd>Vh.1Comflie le cour- 
rier M parcourt v' kilomètres à Pheure, il parcourra vh kilo- 
ndètres en A heures ; par suite, lorsque M' sera en A', M sera à 
une distance v/i du point A. Ainsi la condition d>vh signifie 
qu'à ce moment, M ne sera pas encore arrivé en A'; il sera donc 
en arrière de 'M'; or il va plus vite que lui, puisqu'on a t;>v'; 
donc 11 le rejoindra à droite de A'. 

Cda posé, soit R le point de rencontre : prenons pour in- 
connue la distance A'R=a;. Le courrier M parcourt la distance 
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AR=d+a?, dans un temps --^— ; le courrier M' parcourt la 

distance A'R = a?, dans le temps -,. Or, d'après l'énoncé, 

M part de k^h heures avant le moment où M' part de A' ; donc 
M met h heures de plus que M' pour parvenir au point R. Donc 
on a l'équation : 

En résolvant celte équation (on a soin de faire passer les termes 
inconnus dans le second membre, pour n'avoir pas à considérer 
des nombres négatifs), on trouve la formule : 

250. 2« Cas. On suppose v<v', d<vh. Dans ce cas, au mo- 
ment où le courrier M' est en A', le courrier M a dépassé ce 
point, puisque l'on a i/i>d; il est donc alors en avant de M'; 
et comme il va moins vite que M', puisque v<v', il sera rejoint 
par lui à droite de A'. Le point de rencontre est donc dans la 
même région A'X' que dans le cas précédent. L'équation du pro- 
blème est donc la même [1]. Mai?, pour éviter l'emploi des nom- 
bres négatifs , on résoudra cette équation en faisant passer les 
termes connus dans le second membre; et l'on trouvera : 

v'jvh^d) 

231. 3« Cas. On suppose v>v', d<vh. Dans ce cas, le cour- 
rier M, au moment.où M' est en AVa dépassé ce point, puisque 
vh^d; mais il va plus vite que M' ; donc la rencontre ne peut 
pas avoir lieu à droite de A'. On comprend, d'ailleurs, qu'elle a 
dû avoir lieu à gauche, avant l'époque considérée, puisque les 
vitesses sont inégales et la route indéflnie. Mais alors deux cas 
se présentent : le point de rencontre est-il en R' entre A et A', 
ou en R" à gauche de A ? 

Supposons-le d'abord en R', et représentons par x la dislance 
A'R' : la distance AR' sera égale à {d-^x). Pour trouver, dansçe 
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cas, réqualion du problème, on peut considérer le courrier M 
comme partant du point A à un certain inslani, et parcourant 

la distance AR' dans un temps f au bout de ce temps , il . 

rencontre le courrier M', qui, partant alors de R', parcourt la 

distance R'A' dans un nouveau temps -7. Ainsi, lorsque ce der- 

d X X 
nier arrive en A% il s'est écoulé un temps 1-—„ depuis 

que M est parti de A ; et Téquation est : 

rf— rc . X , -^_ 
|--, = /i. [2] 

V V 

Supposons maintenant le point de rencontre en R''. Désignons 
par X la distance A'R" ; la distance AR" sera {x — rf). On peut sup- 
poser ici que les deux courriers partent ensemble du point R"; 

le courrier M arrive en A après un temps , et le courrier M' 

parvient en A' après un temps -7. Et comme, d'après l'énoncé, 
W a employé h heures, de plus que M, l'équation est : 

^-^::^=/i. [3] 

Or on voit aisément que les équations [2] et [3], quoique 

obtenues par des raisonnements différents, sont identiques; 

d X 
car , en séparant les termes - et - , elles deviennent toutes 

deux : 

d X . X , 

V V * v' 

Ainsi, quand le point de rencontre est à gauche de A', sa posi- 
tion, quelle qu'elle soit, est fournie par l'équation [2J. 

Si l'on résout cette équation, en ayant soin de laisser les termes 
inconnus dans le premier membre, on trouve : 

v'(vh"-d) 



V — V' 



M 



252. 4« Cas. On suppose v<;v', d>vh.Danscecas, le cour- 
rier M n'est pas encore en A', quand le courrier M' s'y trouve, 
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puisque v/i< cf. Ainsi M est alors en arrière de M' ; M comioe il 
va moins vite que lui, il ne le rejoindra pas à droite de A'. Mais, 
puisque les vitesses sont inégales, la rencontre a dû avoir lieu à 
gauche. L'équation du problème estdône encore l'iSiiuattoii' [B]* 
Seulement, pour la résoudre, on fera^passer lestcrmes inconnus, 
dans le second membre, et Ton trouvera la formule : 

S5S. Discussion. L'équation. [1] et les formules [a]et [§] con- 
viennent aux cas où le point de rencontre se trouve à droite du 
point A'. Or les deux formules [a] et [f] ne diffèrent pas l'une de 
l'autre, si Ton continue à admettre les conventions (41) ; car 
leurs numérateurs sont égaux et de signes contraires, ainsi que 
leurs dénominateurs. On peut donc supprimer la formule [p] et 
ne considérer, pour les deux premiers cas, que la formule [a]. 

L'équation [2] et les formules [y] et [o] s'appliquent aux cas 
où le point de rencontre est à gauche du point A'. Or ces deux 
formules sont aussi identiques, en vertu des conventions [41]. 
Donc on peut se contenter de la formule [y] pour les deux der- 
niers cas. 

D'un autre côté, l'équation [2] ne diffère de l'équation [1] que 
parle changement du signe de x; et les formules [a] et [y], ayant 
des dénominateurs égaux, et des numérateurs égaux et de signes 
contraires^ donnent pour a?, en vertu des conventions (4i), des 
valeurs égales et de signes contraires; 

Donc Véquation [1] et la formule [a], qui la rés<mt^ s*applique^ 
ront aux quatre cas, pourvu que Von convienne de porter à gauche 
de A' la longueur mesurée par la valeur de x , lorsque celle-ci sera 
négative, 

254. Cas particuliers. Nous avons supposé jusqu'ici, que 
l'on a V ^ v', d ^ v/i. Examinons maintenant les cas où ces inéga- 
lités se transforment en égalités. 

!• Si d=vh, sans que v soit égal à V, la formule [à] donne : 
a?=0; c'est-à-dire que la distance du point de rencontre au 
point A' est nulle, ou que les deux courriers sont ensemble en k\ 
On voit, à priori^ qu'il doit en être ainsi : car, puisque vh=d, 
H arrive en A' en même temps que M'; et, puisque les vitesses 
sont inégales, ils ne sont ensemble qu'en ce point. 
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2» Si V = v', sans que d soit égaX à vh, la formule [«] donne : 

X =; LLZlLi, Uelteformo est (513) le jsymbolfi de TimpossU)!- 

lilé. On doit donc affirmer que, dans ce cos, les courriers ne se 
rencontreronX jamais. C'est ce dont il est facile de se convaincre 
à priori; car» puisque d n*est pas égalii vh^ les courriers ne sont 
pas ensemble au point A'; et, puisqu'ils ont laniËmA vitease^Ja 
diistance qui les sépare est toujours la mèmCé 

3" SiVonajàlafois:\^=y\ d=vh,laf9rmule[a]donne:a?=-. 

Cette forme est ordinairement le symbole de Flndétermlnation- 
On peut donc penser que, dam ce cas, les deux courriers sont tou- 
jours ensemble. Mais il faut le vérifier à priori^ et cela est facile-; 
car, puisque d^vh, ils sont ensemble au point A'; et» pui&que 
leur vitesse est la môme, ils ne se sépareront jamais. 

Ainsi, même dans les cas particuliers où l'équation e^ la for- 
mule cessent d'exister, on peut donner aux symboles que Ton 
rencontre une interprétation. qui fournit la solution véritable; 

S5o. Nous ne pousserons^ paa^ph»* loin la disomsioi» de^ce 
problème ; nous en ayons dit assez pour indiquer la marche à 
suivre- Nous engageons le lecteur à faire d'autres hypothûsos : 
par exemple, à supposer que le courrier M!- ma/rchedeX' vers X^ 
ou que le courrier M passe en A, h heures après que le cour- 
rier M' est passé en A'. En construisant directement, pour cha- 
cune de ces hypothèses, l't'quation et la formule qui la résout, 
il trouvera toujours que l'équation [1] et la for«aulei{9i} sont apr 
plicables, pourvu qn'il regarde comme négatives .les grandeurs 
dont il aura changé le sens. 

EXERCICES. 

I. Quelle relation faut-il supposer entre A, B, A', B', pour que l'expression, 

^ , T p; y ait une valeur indépendante de,«1 . 

'* A B 

H faut que Ton ait : j, =ô> ou bien B=0, B'=0. 

IL Qi^lles relations faut-il supposer entre A, B, C, A', B', C, pour que Tex* 

preision, , ,jJ,p, i ait une valeur indépendante à la fois de « et de y 
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A R f* 

il faut que Ton ait; Â'~B'~C'* 

On demande encore, si l'expression peut être indépendante de Xy sans ]*être 
de y. ISon. 

III. Trouver une progression par différence, dans laquelle il existe un rapport 
constant entre la somme des x premiers termes , et la somme des kx termes sui- 
vants; k étant donné, et x pouvant prendre toutes les valeurs entières. 

Il y a une infinité de progressions qui répondent à la question. Ce sont celles 
dont la raison est double du premier terme. 

IV. Discuter les formules de résolution de trois équations à trois inconnues. 
On distinguera les cas suivants : 

1* Les deux premières équations peuvent être incompatibles, quelle que soit 
la troisième. 

On trouvera, pour cela, les conditions : -7=r7=->, et bk^^kl'^0. 

2" Les deux premières peuvent être incompatibles avec la troisième. 
Il faudra, pour cela, que le dénominateur commun soit nul, et que le numé- 
rateur d'une des inconnues ne le soit pas. 
3" Les deux premières équations peuvent rentrer l'une dans l'autre. 

Il faudra, pour cela, que l'on ait : -y =■=-, = -7= p. 

Cl c iF 

4" La troisième peut rentrer dans les autres 

Il faut, pour cela, que le dénominateur commun soit nul, ainsi que le numé- 
rateur d'une des inconnues. 

V. Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes, pour que le problème 
du n° 190, relatif à des réservoirs qui sont remplis par des robinets et par la 
pluie, devienne impossible ou indéterminé. On rendra comjate, à priori, de l'im- 
possibilité ou de l'indétermination.. 

On trouve que la condition d'impossibilité est -7=-; et que si, en outre, on 
a : vs't':=v^st, le problème est indéterminé. 

VI. Si l'on considère les équations : 

Jaa5+by=c, ,, 

la'« + b'y = c', ^^J 

etqueronpose: }'''^*f,t!^ M 

on obtient, par cette substitution, deux équations en t et en u. On propose de véri- 
fier, que le dénominateur des valeurs de t et de u, qu'on en déduit, est le produit 
des dénominateurs que l'on trouve, en résolvant les équations [1] par rapport 

à op et à y, et les équations [2] par rapport k t eiku. 
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VU. Même question pour les équations : 



a'a;+&'y+c'j^=ft', [1] 

\a''x-{-h''y + cz''=kr, 

ix=zat +pu +Yr , 
Ces deux exercices n'offrent que de simples vérifications de calcul. 
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CHAPITRE I. 

DES EQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE. 

256. Forme générale d'une équation A une inconnue. Une 
équation à une inconnue x est du second degré> lorsque ses 
deux membres, élant entiers en a?, contiennent le carré de l'in- 
connue, et n'en contiennent pas une puissance supérieure. Celte 
équation ne peut donc renfermer que trois sortes de termes : 
savoir, des termes qui contiennent le carré de a?, des termes qui 
contiennent sa première puissance, et des termes indépendants. 
Par conséquent, si l'on fait passer tons tes termes dans le pre- 
mier membre, et que l'on réunisse en un seul tous les termes 
en aJ*, en un seul tous les termes en a?, et en un seul tous les 
termes connus, l'équation prend la forme générale^ 

a, ft, c étant des nombres donnés qui peuvent être positifs ou 
négatifs. Par exemple, l'équation, 

2 , a?* o , 2a;* 26a? 

se transforme successivement en les équations suivantes : 

ex? 2a;* , ^ , 26a; « 2 ^ 

U 3a; -1 8 = 0, 

9 3 ^ ^ 15 5 ' 

5a;* — 30a;'-|-135a;+78a;-360— 18=0, 

— 25a;»+2l3a? — 378 = 0, 

25a;»— 213a?+ 378 = 0. 

Les solutions de l'équation du second degré se nomment ses 
racines. 
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Le. coefficiâDl a ne peut pas être dul; cor Téquation cesserait 
d'être du second degré; mais les coeffleienls b et cpeu^eotétre 
égaux à zéro. L'équation {^endalors Tune des formes : 

œr^-f-«= 0, a«* + tojacrOw . 

On âit> dans ce cas, qu'elle est incoœjijite. 

S 1: Résolution de réquation du soeoBd'd^gié' 

ÎK57. Cas ou l'éqitation est de la forbie aa?*+^=^- Lorsque 
l'équation du second degré se présente sous la forme, 

aa?*+(?=0, [1] 

on peut là considérer comme une équation dû premier degré 
dont l'inconnue serait a;* ; et l'on en tire : 

a 

SI donc — est un nombre positif y ce nombre est' lô carré de 

c 

l'inconnue. La valeur de x est donc la racine carrée de ; 

a: 

et, comme cette racine (96) a. deux valeurs égales et de signes 

contraires, on a deux sohuions r 



-'=+\/^' ^'=-v/-F- 



[2] 



Siy au contraire, est négatifs il n'y. a pas de nombre, positif 

ou négatif, dont ce nombre soit le carré (96): L'équation [1] n'a 
dom pas de solution. Cependant on dit alors, qu'eUeadeitx racines 
imaginaires y représentées parles formules [2]. 

238. Cas ou l'équatiou est de la forme aa^ -f-te!=55 0* Loirs<* 
que le terme indépendant de x est nul, l'équalion se présente 

sous la forme^. 

aa?+bx=0; [1] 

on peut alors mettre x en facteur, et écrire : 

a?.(aa?-|-6)=:0. 
Or, pour qu'un produit de deux facteurs soit nul, il faut et il 
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suffit que l'un des deux facteurs soit nul. On aura donc toutes 
les solutions de l'équation, en posant : 

équations du premier degré, dont les solutions sont : 

Ainsi, Véquatîon a deux racîneSy dont Vune est toujours nulle. 

259. RÉSOLUTION DE l'équation complète. Considérons main- 
tenant l'équation complète, 

Pour la résoudre, on cherche à la ramener à la forme [l] du 
n** 257, dans laquelle le premier membre est un carré contenant 
l'inconnue, et le second est tout connu. A cet effet, on multiplie 
les deux membres par 4a (ce quiest permis (122), puisque a n'est 
pas nul); puis on fait passer kac dans le second membre, et l'on 
obtient l'équation équivalente : 

4a*a?* + ^^^^ = — ^^c* 
On reconnaît alors sans peine, que le premier membre se com- 
pose des deux premiers termes du carré de (2aa?-|-ô), et qu'il 
ne manque que b^ pour compléter ce carré. Si donc on ajoute 
b^ aux deux membres, l'équation devient : 

4aV4-4ato+6^=6'— kac, ou (2aa? + 6)*= &•— kac. 

Elle a ainsi la forme cherchée : (b^—kac) est le carré de {2ax-\-b). 
Si donc (6*— 4ac) est positifs la valeur de (2aa?+6) sera la racine 
carrée de ce nombre; et comme cette racine a deux valeurs 
égales et de signes contraires, on aura indifféremment : 



2aa?+^=+V^^*— -^ac» 2(M?-}-&=:i — sjb* — kac\ 
équations du premier degré, d'où l'on tirera : 

>_ — 6 + v/fe'-4ag, ._ — 6— v/6'--4ac 

2a ^ "" 2â~ 

V équation a donc deux solutions. On indique, en général, cette 
double valeur, en écrivant de la manière suivante : 

^= Ta ^ P^l 
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on sous-entend, que 4V6^--4a(? représente la valeur positive 
du radical, et que— v^6*—4a(? représente sa valeur négative. 

Si, au contraire^ la quantité (b* — 4ac) est négative, yjb^ — kac 
ne représente, d'après nos conventions, aucun nombre positif 
ou négatif; et Véquation proposée n'admet aucune solution. Cepen- 
dant on dit alors, qu'elfe a deux racines imaginaires, refréseniées 
par la formule [2]. 

// pourrait arriver que (b* — 4ac) fût égal à zéro; dans ce cas, 
les deux valeurs de v^6* — kac se réduisent à zéro; l'équation de- 
vient : (2aa;+6)* = 0, et les racines deviennent, Tune et l'autre: 

x= — —.Véquation n'admet donc qu'une solution. On dit ce- 

pendant encore, qu'elle a deux racines, mais qu'elles sont égales. 

240. Une équation du deuxième degré a toujours deux 
RACINES. Jiln résumé, on voit qu'une équation du second degré 
admet quelquefois deux solutions, quelquefois une seule; et 
quelquefois enfin, elle n'en admet aucune. On dit cependant, 
qu'elle en admet toujours deux, qui peuvent être réelles et dif- 
férentes, réelles et égales, ou imaginaires. II peut sembler 
puéril, au premier abord, de choisir ainsi une forme détournée, 
pour affirmer, dans tous les cas, l'existence de deux racines, qui 
n'en existent pas pour cela davantage. Ces locutions et l'intro- 
duction dans les calculs des nombres imaginaires sont cependant 
une conséquence de Tesprit de généralisation qui règne en al- 
gèbre. Il serait impossible, en effet, d'opérer sur des expres- 
sions littérales, si la forme des résultats changeait avec la valeur 
numérique des lettres. Il faudrait, à chaque instant, diviser et 
subdiviser les questions, pour obtenir les formules correspon- 
dantes à telle ou telle hypothèse. L'adoption des nombres néga- 
tifs et imaginaires a pour but d'éviter cet inconvénient. Dans 
une question particulière, l'introduction de ces nombres n'au- 
rait aucune utilité; mais dans l'étude générale d'une classe de 
questions, ils permettent d'exprimer et de démontrer, en une 
fois, des règles et des résultats qui exigeraient, sans cela, des dé- 
monstrations et des formules distinctes. 

24t. DÉFINITION de l'expression IMAGINAIRE. On désigne, en 
général, sous le nom à'expression imaginaire, la racine carrée 
d'un nombre négatif. Il ne faut attacher à cette locution aucune 
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idée relative à la mesure des grandeurs. Une expression imagi- 
naire, semblable en cela à un nombre négalif, ne représente 
-aucune grandeur. Mais, de même que les opérations faites sur 
. les nombres négatifs, les opérations relatives aux expressions 
imaginaires reçoiventconventionnellement un sens, et devien- 
nent un moyen précieux de généralisation. 
, La première de ces conventions consiste ^ en ce que le carré de F ex- 

pr^ssùmy/ — A ut — A. 

. P(mr définir les autres opérations^ oncwment d'appliquer aux ex- 
pressions ima^naires toutes les règles démontrées généralement pour 
les quantités réelles. (On donne le nom de réels aux noiûbres po- 
sitifs et liégatifs}. 

242. Forme des racines imaginaires de inéquation du se- 
cond DEGRÉ. Les racines imaginaires de Téquation du second 
degré sont, d'après ce qui précède, des expressions de la forme 
A + y/ — B, B représentait un nombre positif. Si l'on désigne 
par b la racine carrée de ce nombre, de telle sorte que Ton ait, 
B=&', l'expression imaginaire, qui représente la racine, de- 
vient A+ v^— 6*, ou A + v^^*X( — 1). Puisque l'on convient 
;d'app]iquer.aux opérations^ relatives aux expressions imaginai- 
. res toutes les règles démontrées généralement pour les nombres 
. réels,, on fera sortir le facteur b^ hors du radical, comme &*il 
. s'agissaitde la racine carrée d un produit positif; et l'on écrira 
. L'expression a'msi : 

D'après cela, v^— l sera le seul facteur imaginaire, qui entrera 
dans une expression imaginaire. On le définira, en disant qû*il a 
.pour carré — 1. 

.En général, comme nous l'avons dit, les règles démontrées 
pour les nombres réels serviront de définition, dans ce cas nou- 
veau, aux opérations qui, sans cela, n'auraient aucun sens. 

24S. Règle. La formule [2] fournit, dans tous les cas, les ra- 
cines de l'équation [1]. Elle montre que, pour les obtenir^ on prend 
le coefficient de x, après avoir changé son si^e; on» lui ajoute et 
F on en retranche séparément la racine carrée du nombre formé, on 
soustrayantdu carré de ce coefficient lequctdruple produit du.coef- 
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ficUnt de x* par le terme indépendant; puis on divise le résultat par le 
double du coefficient de x*. 

244. SiBiPLiFiCATioN. Il amve quelquefois, que celte formule 
%i la règle qu'elle exprime se simplifient légèrement. 

!• Souvent le coefficient de a?* est égal à Vunilé ; on peut tou- 
jours, d'ailleurs, amener cette circonstance, en divisant les deux 
membres par a. L'équation prend alors la forme : 

ci^+px+q=0. [3] 

On peut résoudre directement cette équation, enfiisant passer q 

dans le second. membre, piûs &i ajoutant ^auxiieux membres, 

et en extrayant les racines des résultats, comme on Ta fait au 
n"* 239. Mais il est plus simple de déduire la nouvelle formule 
de la fornuilé [2],.^n y feisanl a=l,6=p, ci=q; die devient : 



^- 2 ' 

ou, en efiectoantla'divîMon/du radical par 2, 

Il faut savoir par cœur la formule, sons' cette dernière forme, 
et l'employer toutes les fois que a=l. Elle montre que, pour 
résoudre V équation [3], il faut prendre la moitié du coefficient de x 
changé de signe^ puis ajouter et retrancher successivement la racine 
carrée du nombre qu^on obtient en soustrayant du carré de cette 
moitié le terme tout connu. 

2*» Il peut arriver que le coefficient 6 de a? soit pair. Si l'on met 
le facteur 2 en évidence, en posant 6 = 2A;, l'équation [11 prend 
la forme : 

aaî*-f2te4-c=0. [5] 

On pourrait encore résoudre directement jceite équation par 
la méthode (239). Toutefois on multiplierait seulement les 
deux mesibres par a, et l'on formerait dans le premier le carré 
de {ax+k). Mais il est plus simple de faire rbypothèse6=2A; 
dans laWjnuie.[2]; elle devient : 



2a 



x^^ — j 
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OU, en divisant les deux termes par 2, , 

X= . [6| 

Ainsi, pour trouver les racines dans ce cas, il faut prendre ta 
moitié du coefficient de x changé de signe^ ajouter et retrancher la 
racine carrée du nombre qu'on obtient en retranchant du carré de 
cette moitié le produit du coefficient de x^par le terme indépendant^ 
et diviser le résultat par le coefficient de j}. Il ne faut jamais se 
dispenser de faire cette simplification, quand elle se présente. 

245. Appucattons. V Soit Téquation : a?*— 7» + 10=0; 
on aura : 






«^=-—^=2. 
2 2 * 



2" Soit l'équation : 3x» + 14«— 440=0; 
on trouve : 

_ — 7dz>/49 + 3.440 _ — 7d=v/l369 _ ^7db37 . 
" 3 "" 3 "" 3 ' 



X- 




3* Soit réquation : 
on a: 

! 13 + V85 . 
14 ' 
^„_ 13^v/85 ^ 

4» Soit réquation : «^ — 6x + 9 = ; 

on a (racines égales) : flp = 3±v^9 — 9 = 3; j w^o' 

5° Soit l'équation : 2«»— lia; + 20=0; 
on a (racines imaginaires) : 

\^^ ll + \/39v/^ 



_ 11±>/121— 4.2.20 _ ll±:>/~39 ^ J 4 

4 =^ 4 ' )_,_ 11-V^v/=1 

€• Soit l'équation littérale : £±24.£+4=« . 5. 
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On chasse d*abord les déaomînateurs ; puis on transpose, et Ton réduit les 
termes semblables ; et Ton trouve : 

:(a— 5)V— (o2+5') (aH-b)a;+a6(a + b)»=0.: 






§ II. Discussion des formules. 

246. Cas où les racines sont réelles et inégales. On a vu 
que, lorsque (6' — kac) est positif, l'équation [l] a deux racines 
réelles et différentes : 



On peut admettre que a est positif; car s'il ne Tétait pas, on 
changerait les signes de tous les termes, et on le rendrait ainsi 
plus grand que zéro. Le dénominateur des deux racines est 
donc positif; et ces racines ont le signe de leur numérateur. 

Or c peut être posilif,nul ou négatif. Si c est positifs (6*— 4ac) 
est plus petit que 6*; et par suite y/b^—kac est plus petit que la 
valeur absolue de b: donc c'est le terme -^b qui donne son 
signe aux numérateurs : donc, dans ce cas, les deux racines ont 
le même signe^ qui est celui de — b. Si c est négatifs (6* — kac) est 
plus grand que b*; le radical est donc plus grand que la valeur 
absolue de la quantité qui le précède, et il donne son signe aux 
numérateurs : les deux racines sont donc de signes contraires; et 
la plus grande, en valeur absolue, est a?*, si b est positif, et a?*, si 
b est négatif. Dans le cas particulier où c=0, y/b^-^kac est égal 

à la valeur absolue de b : par suite, x'= — , et ir"=0, si b est 
positif; a/=0, a/'= ^ sib est négatif. 

247. Cas où les racines sont réelles et égales. Lorsque 
(b* — 4ac) = 0,on sait que les deux racines sont égales, l'une et 

l'autre, à — — : elles ont donc un signe contraire à celui de b. 
^a 

Alg. b. I«» Partie. 12 
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On peut remurqiier que, dans ce cas, l'équation générale [1] 
peut s'écrire : 

ûa?'+te + |^=0, ou «(^+4)*=^- 
Son premier membre est un carré parfait^ multiplié par a. 

248. Cas où les racines sont imaginaires. Lorsque (b* — 4ac) 
est négatifs on sait que les racines sont imaginaires; et, en po- 
sant, — ^=:a, g^ y^flg— ^p^ elles deviennent: 
aU ^a 

Le premier membre de l'équation peut, dans ce cas, se mettre 
sous une forme particulière, très-utile à connaître* En effet, on 
a évidemment : 

Or les trois premiers termes, dans la parenthèse, composent le 
carré de (x+rr) ; et les deux derniers se réduisent à ^~— > 
Donc l'équation peut s'écrire : 






Mais ^^ ^ est un nombre positif, que l'on peut regarder 
comme le carré de sa racine carrée. Donc on peut écrire 

Ainsi le premier membre est le produit par a dt la somme des carrés 
de deux expressions réelles. 

Cette forme montre bien pourquoi l'équalion, dans ce cas, 
n'admet aucune solution : car il n'est pais de nombre positif ou 
négatif, qui, substitué à x dans le premier membre, puisse Tan- 
iiuier. 

249. Tableau de la discussion. La discussion précédente est 
résumée dans le tableau suivant : 
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iQ f 6<0, deux raci-nes positi?ei?, 
1 6 > 0, deux racines négalives. 
c = [une racine nulle, une racine = — -• 



inégales. 



[c<0 {deux racines de signes différents. 



6* — 4ac=0. ( 

) , ,, b (te premier n»embre est 

2 racines réelles et ^^^=^ = -2^: ( «^ carré parfait, 
égales. \ 

b^ — 4a<?<0. jip*=:a — Pv^^^ (le premier membrç est 
2 rac. imaginaires, j a?":^ « -^ p v^^ ' j 1^ somme de 2 carrés. 

280. Remarque. 1* Lorsque a et c sont de signes différents, 
les racines sont toujours réelles: car (6' — kac) est alors une 
somme, toujours positive. 

2° Pour que les racines soient égales et de signes contraires, 
il faut et il suffit que l'on ait : 6 = 0. En effet, si a et — « sont 
les deux racines, on doit avoir à la fois : 

d'où l'on tire par soustraction : 

26« = 0, 
ou, puisque « n'est pas nul, 

b = 0. 

La condition , d'ailleurs, est évidemment suffisante. 

$ ni. PYopviétés des racmes. 

281 . TftÉORÈMR L La somme des rachies de téquation du second 
degré est égale au quotient j changé de signe^ du coefficient de x divisé 
par le coefficient de x^. 

En effet, si l'on additionne les formules [2] du n^ 239, on a : 

x'+(ff'^=-K [1] 

282. Théorème IL Le produit des racines est égal au quotient 
du terme cennu^ diviseur le coefficient de j}. 
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Ea effet, multipliant les formules [2] Tune par l'autre, on a : 
,^,_ (— fe — v/6' — 4flc)(— fe+v/6'— 4ag) _ fe'— (6'— 4ac) 

ou a?V'=î, [2] 

285. Remarque. Ces deux théorèmes peuvent se démontrer 
à priori. Car, dire que a/ et x" sont les racines de l'équation 

c'est dire qu'on a les identités : 



(ax'^+bx'+c = 0, 



or, on en tire par soustraction : 

a(a?'>— a/'») + frCip'— aO = 0; 
et, en divisant par (a?'— a/'), 

a(x'+x") + b=^0; 

donc: x'-^x" ==--•-. [l] 

Si Ton remplace 6 par --aix'+x^') dans la première des iden- 
tités précédentes, il vient : 

00?'*— a(a?'+ a?*')a?'+c = 0; 
d'où x'x^=l. [2] 

Ces deux propositions sont fort importantes; leurs applica- 
tions sont nombreuses. Nous en indiquerons quelques-unes. 

2S4. DÉCOMPOSITION DU PREMIER MEMBRE DE L'ÉQUATION DU 
SECOND DEGRÉ EN FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ. Si 0?' et â/' dési- 
gnent les racines de Téquation 

aa?*+ 6a? -f-(? = 0, [Il 

on a (285) : 

* a* a 

Si Ton divise les deux membres de l'équation [1] par a, et que 
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b C 

l'on remplace - et - par les valeurs précédentes, son premier 
membre devient : 

ou , comme il est facile de le vérifler, 

(a? — a?')(a?— a?")- 
Ainsi , le premier membre (Tune équation du second degré, mise sous 
la forme 

• i b . c ^ 
a?' H — xA — = 0, 
^ a * a 

est le produit de deux binom^es du premier degréj égau(t à l'excès 
de X sur chacune des racines. 
Si l'équation proposée est de la forme : 

ax*'\'bx-{'C = 0, 

c'est seulement après l'avoir divisée par a, que l'on peut lui ap- 
pliquer le résultat précédent; et, par suite, avant celte division, 
le premier membre est égal à 

a(a: — aO(a? — a/')- 

285. Décomposition d'un trinôme du second degré en fac- 
TEURS DU premier DEGRÉ. Le théorèmc qui précède s'applique 
immédiatement à la décomposition du trinôme du second degré: 
mais il peut se démontrer directement d'une autre manière. 

Considérons, en effet, le trinôme 

aa?*+ to + ^î 
on a identiquement : 

or, on peut remplacer (â~îri) V^^ l'expression identiquement 
égale, ^^ 

et, par cette substitution, l'expression [1] devient le produit de 
a par la différence de deux carrés, savoir : 



'{('+èy-(v^l- 

dby Google 



Digitized t 



182 LIVRE m. 

Or, on sait que la différence de deux carrés est égale au produit 
de la somme des racines par leur différence; et, par suite, 
l'expression précédente, équivalente k ax^+bx-^-c, peut «'é- 
crire : 

''(*+ L- \/5-l) ('^+à+ V^-1)' 

Dû , ce iqtii revrewt wï mêtoe, 

^^ — ^a — ) v^ — h — y^ 

et l'on jreoonnatt l'expressioa trouvée plus l^aut » 
a{x — a;') (a? — a/'). 

Cette formule, quelle que soit la manière dont on rétablisse, 
s'applique évidemment au cas où af et ccf^ sont imaginaires 
(241) ; mais, dans ce cas, les deux facteurs (a?^-a?'), (x — a/'), 
n'ont aucune valeur arithmétique, et nous n'aurans pas occa- 
sion d'en faire usage. 

On nomme ordinairement raeines d'un trinôme ax*-{- hx -j- c, 
les nombres qui, substitués à a?, le réduisent à zéro, c'est-à-dire 
les racines de l'équàtion 

00?*+ 6a? -f = 0. 

Par conséquent, pour décomposer le trinôme en facteurs du pre- 
mier degré f on détermine ses racines^ an retranche chacune d^^Ues 
de X, et l'on multiplie par -a 2e produit des différences. 

2Se. Problème. Les propriétés du n* 2SS fournissent immé- 
diatement Téquâtion du second d^gré, qui permet de résoudre 
le problème suivait: Trouver deux nemhres.^ connaissant leur 
somme et leur produit. 

Soient, en effet, S ïa somme de deux nombres, et Pleur pro* 
duit ; ces deux nombres sont les racines de l'équation 

-'a?*— Sa?-|-P=.0; 

car la somme de ces racines est S, et leur produit est P. 

Il «îst facile, d'ailleurs, de donner à Véquation une forme qvBL 
montre, à priori, la raison de ce fait ; on peut, en effet, l'écFire 

ainsi 

Ps=Sa? — a?S du P=a?(S*-*); 
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et Ton vcMt que, résoudre celte équation, c'est trouver deux 
iHMSkbces 07 «t S — Xj dont le produit soit P, et dont k somme 
x+S^x soit égale à S. 

iST. DÉTERMINATION, A PRIORI, tfKS SlCmESTîKS RACINES. LcS 

relations, qui donnent la somme et le produit des deux racines 
(253), permettent de déterminer leurs signes, sans résoudre 
Féquation. 

On voit, en effet, d'après le signe de leur produit -, si les 

racines sonâ de même signe cm de signes contraires. Aans le 

premier cas, le signe de la somme apprendra si elles 

sont toutes deux positives, ou toutes deux négatives. Dans le 
second cas, l'une est positive et l'autre négative; et le signe 

de fait connattre le signe de celle dont la valeur abseJue 

est la plus grande. Ain«i les racines de l'équatioD 

x^—Zx — 4=0 

sont cle signes contraires, car leur produit est — 4; et la plus 
grande est positive, car leur somme est positive et égale à 3. 

258. Remarque. Avant d'appliquer les règles précédentes^ il faut 
s'assurer que les racines sont réelles. Si ïon coûsidère, par exem- 
ple, l'équation 

a?2 — 3a?-f 10 = 0, 

on serait conduit (2^5) à regarder les racines comme toutes 
deux positives ; car teur produit 10 est positif, ainsi que leur 
somme 3. Mais l'expression (6^ — 4«r?) étant ici égale à — 31, les 
racines sont imagiaaires. 

259. Problème. Le théorème de l'article 283, dont on fait, 
du reste, un usage continuel en analyse, permet de résoudre 
immédiatement la question suivante : former une équation du 
second degré, dont les racines soient des nombres donnés a et p. 
L'équation demandée est évidemment : 

(a? — a)(a?— p) = 0, ou d?^— (a+p)a:+ap==0; 

et l'on aperçoit d'ailleurs, à priori^ que le premier membre 
{x — a) {x — p) s'annule pour a?=a et pour a? = p. On voit aussi 
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que le coefficient de x est égal à la somme des racines, prises en 
signe contraire, et que le terme tout connu est égal au produit 
des racines. 

ExEHpLBS ; 1* Quelle est Véquation du second degré, dont les racines sont : 

î + x/^en-v^? 
La somme 2 + \/3 + 2 •— v^= 4, 

et le produit (2 + v^) (2 — y'â) = 4 — 3= 1 ; 

Péquation demandée est, par conséquent, rc*— 4* + 1 =0. 
2* L'équation du second degré, dont les racines sont (a +6) et (a— d), est î 
a?* — 2a« + a' — 6»=0. 

S IV. Examen d'un cas particulier remarquable. 

2C0. Cas ou a=0. Lorsque, dans l'équation aa?*+ 6a? + c=0, 
on suppose que a prend la valeur zéro, les formules 






deviennent : 



"^ A * •*' A ' 





c'est-à-dire, si b est positif, 

af:=.:=^ a;^ = 2; 

00' 

et, si b est négatif, 

Ainsi Tune des racines se présente sous la forme indéterminée, 
et l'autre sous la forme infinie. D'un autre côté, l'équation pro- 
posée devient : 

elle est alors du premier degré, et elle n'admet qu'une solu- 
tion : 

c 

Les formules générales semblent donc, dans ce cas, en défaut. 
Remarquons d'abord que, si réellement il en était ainsi, il 
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n'en faudrait rien conclure contre les raisonnements qui y ont 
conduit; car ces raisonnements supposent expressément (239), 
que a ne soit pas nul. 

Cependant les valeurs de a! et de cd* satisfaisant à l'équation 
proposée, quel que soit a, lorsque a tend vers zéro, Tune d'elles 
doit approcher de la solution de l'équation 

6a? + c = 0. 

Et c'est évidemment, comme nous allons le vérifier, celle qui 

se présente sous la forme ^. Gonsidéi 

les idées, le cas où h est positif. Oa a : 



se présente sous la forme g. Considérons, en effet, pour fixer 



2a 

Multiplions les deux termes de cette fraction par l'expression 
— b — ^V^ — 4a(?, qui ne devient pas nulle pour a = 0; nous 
aurons : 

^_ (— &-f v/6«— 4flc) (— fe~-v/6«— 4flg) / 
~ 2a(— 6 — v^6» — 4ac) 

en efifectuant la multiplication indiquée au numérateur, où l'on 
remarque que l'on a le produit de la somme de deux nombres 
( — fr+v^ft* — kac) par leur différence (— & — ^b*—kac), il vient : 

6* — h^-^kac kac 



a/': 



■ 2a (— ô— }/b^ — kac) 2a (— 6 — v^6* — 4ac) 
2c 



— è— .y/6»_4a(?' 

et, sous cette forme, il est évident que, a tendant vers zéro, af^ 

s'approche de la valeur "■ ôi ^^ ~ x* 

Quant à la valeur de x\ elle augmente évidemment sans 
limite quand a diminue, puisque le numérateur tend vers —26, 
tandis que le dénominateur tend vers zéro. 

S Y. Résolution de Téquation ax^ + bâp + c = 0, quand a est très-petit. 
261. Grandeur des racines. Lorsque a est très-petit, par rap^ 
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port d b e^ à c, Fune des racines diffère peu de — r , et Vautre est 

extrêmement grande. Celte proposition résulte évidemment de 

ce que, lorsque a tend vers zéro, l'une tend vers— r, et Fautre 

croit indéfiniment (2«e). 

On peut s'en convaincre, en mettant l'équation proposée 
sous la forme 



î(»+D=-«- 



En effet, comme le second membre est très-petit, on satisfera 
à celte équation, en donnant à x une valeur convenal)le, qui ren- 
dra très-petit l'un des facteurs du premier, sans rendre l'autre 
Irès-grand. Pour cela, il suffira de choisir pour x une valeur 

très-grande; car alors le facteur - sera tpôs^petit, et le facteur 

X 

(b 4- - ) différera peu de 6 ; ou bien, on prendra pour x une va- 

fi 
leur voisine de — t ; careette valeur rwidra très^)etit le second 

facteur, tandis que ie premier différera peu de-^ •• 

c 

262. DiSAYANTAGE DES FOR&IULES ORDINAIRES. La formule 

générale, qui donne les racines de l'équation aa?*4-6a?-j-c=0, 

se prèle mal aux calculs numériques, lorsque le coefficient a 
a une valeur très-petite par rapport à celles de b et de c. On 
comprend, en effel, qu'après avoir calculé approximativement 
y/b'^—kacy si l'on divise le résultat par 2a, on divisera en même 
temps Terreur, qui se trouvera par là considérablement aug- 
mentée* U est donc convenable de modifier, dans œ cas, la for- 
mule qui donne les racines. 

263. Calcul de la plus petite racine. Nous nous occupe- 
rons seulement de la racine qui diffère peu de — t • L'autre se 
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trouera eosaite sâns peine, poisque la somme des deux est 
connue et égale à • 

De l'équation aic*+ bx+c = 0, 

on déduit: a;=_'^_£|!. [1] 

Or a est, parliypothèse, très-petit ; a? et 6 ne sont ni très-grands 

ni très-petits : donc la valeur de -^ est elle-même très-petite ; 

et nous pouvons la négliger, et écrire, comme première appro- 
ximation :■ 

L'erreur commise, en adoptant celte valeur, est -r- ; elle con- 
tient en facteur la première puissance de a ; €t Ton dit, pour 
cette raison, qu'elle est petite du premier ordre. 
Si nous désignons par «i l'erreur «ocDmise, ifuaaMi on i{>rend 

x=i^T9 nous aurons exftctemést : 

a?=— | + «i* [3] 

En remettant cette valeur dans le second membre de l'équa- 
tion [1], il vient: 



X 



c a/ c , Y ic ac^ , ^ool^c aa,\ ^n 



si nous négligeons, dans le second membre, le troisième et le 
quatrième terme, qm <»ntiennent -en .facteurs aat^t «V, il vien- 
dra, comme seconde approximation : 

ai étant du premier ordre par rapport à a, a«i et oai* sont Tes- 
pectîvemem du second et du troisième ordre, c'est-à-dire qu'ils 
contiennent tf et a' -en facteur. Notre seconde approximation, 
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fournie par la formule [5], ne laisse donc subsister que des 
erreurs du second ordre; et si nous posons, par conséquent : 

a?—5--5g+«., [6] 

«isera du second ordre, c'est-à-dire que son expression con- 
tiendra a* en facteur. 

Si nous remettons dans le second membre de la formule [1] 
la valeur de x fournie par la formule [6], il vient : 

OU, en développant, 

*=-6— 6ï— M— Fr+2««5(j+-6r)-— . [8] 

Or a, étant du second ordre (c'est-à-dire contenant a* en fac- 

teur), a,a et -^ seront du troisième et du cinquième ordre. 

Si donc nous négligeons les termes qui les contiennent, ainsi 

que-TT-» qui est du troisième ordre, et qu'il n'y a dès lors 

aucune raison pour conserver, il vient, comme troisième approxi- 
mationf 

c a(? 2aV -^- 

^»=-6-F — ¥"^ PI 

et l'erreur commise n'est plus que du troisième ordre. Il serait 
facile de continuer ainsi indéfiniment. 

264. Remarque. Les formules i* approximations successives. 
_ c ^ c ac^ _ ^ ^^* 2aV 

satisfont aux conditions que l'on doit toujours s'efiTorcer d'obte- 
nir dans un système d'approximations successives. 

1* Chacune s'obtient de la précédente par l'addition d'un 
terme de correction. 

2» L'erreur qui subsiste, après l'addition de chacun des 
termes, est toujours très -petite par rapport à ce terme. 
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Eq eflfet, quand on écrit : a?=— r, Terreur commise contient 
a en facteur, et est, par suite, très-petite par rapport à — t- 
Quand on écrit: a? =—r — n*» l'erreur commise contient 

a* en facteur, et est très-petite par rapport à -rj-; et ainsi de 

suite. 

D'après cette remarque, pour savoir si la valeur obtenue est 
trop grande ou trop petite, il suffira d'examiner le signe du 
terme de correction que l'on obtiendrait en poussant l'approxi- 
mation plus loin. Car, si ce terme est positif, comme il l'em- 
porte sur la somme de tous ceux qui le suivraient, Terreur est 
positive, et la valeur trouvée est trop faible. Ce sera Tinverse, si 
le terme de correction est négatif. 



S VI. Propriétés du trinôme du second degré. 

265. DÉFINITION DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ. Un trinome 
du second degré est un polynôme à trois termes, de la forme 
générale, 

a^bj cj représentent des nombres constants, positifs ou néga- 
tifs, donnés à priori; x y représente un nombre variable, sus- 
ceptible de recevoir toutes les valeurs possibles. Lorsque Ton 
fait varier la valeur attribuée à a?, la valeur du trinome varie et 
passe par différents états de grandeur qu'il est utile d'étudier. 

Nous avons déjà dit (235) qu'on nomme ordinairement ra- 
cines du trinome les racines de Téquation qu'on obtient en éga- 
lant le trinome à zéro. Ces nombres peuvent être réels ou ima- 
ginaires ; si on les désigne par a?' et par x", on sait que le trinome 
est représenté par le produit : a{x-'X'){x^d'). 

266. Théorème I. Lorsque les racines x', x" du trinôme sont 
réelles et inégales^ et quon substitue à x un nombre compris entre 
elleSf la valeur du trinome a un signe contraire à celui de son pre- 
mier terme; et si Fon remplace x par un nombre non compris entre 
les racines^ le signe de la valeur du trinome est celui de son premier 
terme* 
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En effet, si Ton suppose a?'<a?", toute valeur donnée à a? et 
comprise entre x* et a/', rend (a? — x') positif et (a? — a?*) négatif: 
elle rend donc négatif le produit (a? — a?') (a? — a?") ; elle donne 
par suite, au produit a{X'-x'){x — Qi') un signe contraire à ce- 
lui de a,, ou, ca qui.eat» la même chose, 'à celui de oa?'. SI, au 
contraire, la valeur attribuée à x est plus petite que a/, ou plus 
grande que a?*, les fàctefi»r8:(a?— ar')» (a: — a/') sont tous deux né* 
gatifs ou tous deux positifs; leur produit est positif, et le tri- 
nôme a{x— a?') (ai — a?") a le même signe que a. 

267. Théorème II. Lorsq^te les^ racines du trinôme sont rédks 
et égales, le trinôme est toujours de mime signe quA *»« premier 
terme, quelle que soit la valeur attribuée à x, o Vea^epHon dei cMe 
qui le rend nul. 

En effet, on sait (24T) que, dans ce cas, le trmonie prend la 
forme : 



K^+^y* 



Or le carré est toi\jours positif, quelle que soit la valeur de x; 
dûïicJe triajome a toiyours le signe de a. Cependant il faut faire 

exception pour la valeur a? = — — , qui annule le trinôme. 

j^a 

S68. THéoRÊME IIL Lorsque les racines du trinôme soni imag.^ 
navres, la valeur du trinôme a toujours, quel que soii x, le signe de 
son premier terme. 

Car o«i a vu (il48) que, dans ce cas, le trinôme est le produit 
de a par la somme des carrés de deux nombres réels, dout l'un 
n'est jamais nul. Cette somme étant toujours positive, le pro- 
duit est nécessairement de même signe que a. 

269. Remarque. Les trois théorèmes précédents peuvent se 
renfermer sous un seul énoncé: Le trinôme ax*+bx + c est de 
même signe que son premier ternie^ excepté lorsque la valeur attri- 
buée àx est comprise entre les racines. 

On sous-entend alors que, dans le cas des racines imaginaires, 
arne pouvant jamais être compris entre elles, le trinôme a loa- 
jours le signe de son premier terme. 

270. Application aux inégalités du second degré. On dit 
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qu'une inégalité est du second degré, lorsqu'on peut la mettre 
sous Tune des deux formes, 

Aa?*+Ba? + G>0, Aa?* + Ba? + G<0; 

A, B, G désignent des nombres doimés posîtift ou nt'gatîfs; et x 
est un nombre inconim dont il faut déterminer les limites, de 
manière à vérifier TinégaHlé qui le renferme. 

Les théorèmes précédents vont servir & résoudre celte quos- 
tien importante. 

1* Soit à résoudre Tinégalitê : 

En égalant le premier membre à zéro, on trouve pour racines 

1 4 

— r et — -. Les racines étant réelles et inégales, il faut, pour 

que l'inégalité soit vérifiée, c'est-à-dire pour que le premier 
membre soit de signe contraire à son premier terme, que la 

valeur de x soit comprise entre — « et — s, ou que Ton ait: 

-3<'^<-3- 
2» Soit encore l'inégalité : 

— 9 + 6a? — aî*<0. 

Dans ce cas, les racines du trinôme sont réelles et égales à 3; 
son premier terme — a;* est négatif; donc l'inégalité sera véri- 
fiée pour toute valeur attribuée à a?, excepté pour la valeur 
a? = 3, qui la transforme en égalité. 

3*» Soit l'inégalité ; 

x* — 3a?-f 7>0. 

Dans ce cas, les racines du trinôme sont imaginaires, et son pre- 
mier terme est pjQ$iti£; Vinégalilé est satisfaite , quel que soit x. 

271. Remarque. Nous verrons plus loin que la théorie des 
inégalités sert fréquemment, dans la discussion des problèmes, 
à déterminer les conditions de possibilité. 

EXERCICES. 

I. Résoudre Téquation : 
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On 'trouve : * = "^ 2 \€^\) * 

II. Résoudre réquation : 1=^^/1^ = 1- 

On trouve : ap=d= 5 y "T — !• 

III. Résoudre Téquation : 



v/d + a?)' — <w?+ v/(l — a;)2+ 0*=». 

On trouve : »=±: 2 i/(l — a) ^1 — 2 U 

et «=0, 

qui ne convient; qu'en changeant le signe de l'un dee radicaux. 

21a;»— 16 



IV. Resouare requation : 


3a;'- 


.4 '^ 


= 5. 


On trouve : (xf = 


2, 


ar-'rr: 


2 


V. Résoudre l'équation : 








mqx^' 


-mn% 


+ pg«- 


np=0. 


On trouve : op' = 


n 


afz=z 


-s- 


YI. Résoudre l'équation : 









a^a + a?^a + 2a? 



On trouve : a; = î(— 3±^3). 

VII. Résoudre l'équation : 



3 y^a;» + a;+6 



On prend y/»'+^ + 6 pour inconnue auxiliaire , et Ton trouve : 

a?'=5, »*=-6; 

— 1± V377 
et, en outre, x = — — > 

racines qui ne conviennent^ que si l'on prend le radical avec le signe • 
Vin. Résoudre l'équation : 



2a?+3*— 5 vW+3Îc+ 9 +=30. 
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On prend 2x^+3» pour inconnue auxiliaire, et Ton trouve ; 



et deux racines imaginaires. 

IX. Résoudre l'équation 
1 


1 


9 

à' 


Vi 




l-y'l— «3 


^ 1 + V^Ï^ 


-*• 


*»• 


On trouve : 
X. Résoudre Téquation : 


-H- 






En posant 






=Vit 


-»•). 



On trouve: ji= — ^, « = -—-—. 

XI. Résoudre réquation : /l±?y=n.£î. 

On trouve: » = a (l±2\/-j. 

XII. Résoudre l*équation : 

On trouve : «= — ^—^ — ^ . 

XIII. Former la somme des carrés, celle des cubes, celle des quatrièmes 
puissances et celle des inverses des quatrièmes puissances des racines de Té- 
quation^ aa?+ ftap +c = 0. 

On trouve x a;^ + aj'^= 5 — , af^+x''^= — 

** + »"*= 55 » iF+î^= ? • 

XIY. Trouver les conditions nécessaires, pour que la fraction^ 

Aa;^ + Bg 4- C 
AV+B'a;+C" 
sott indépendante de op. 

A R P 

On trouve les conditions • T7 = g> = g?* 

XY. Démontrer que réquation : 

(5» — 4ac)a;2+2 (2ac' + 2ca'— 660 «+(&'*— 4o'c')s=0, 
a toujours ses racines réelles, quand (6^— 4ac} est négatif. 

Alo. B I'«. Partie. 13 
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Il n'y a lieu à démonstration, que lorsqnè ^'^^ka'if) eât aussi néigatif. On 
pose alors : 6*— 4ac=— a*, b'^— 4aV=-— a'*; et Ton prouve que la quantité 
qui, dans les valeurs de x^ est placée sous le r^cal, est un produit de deux 
facteurs, dont chacun est une somme de deux carré». 



CHAPITRÉ !!• 

DES EQUATIONS A W% IIVOâîVNUE^ QÎ^ SE RAlÙaVENT 
A CELLES DU «EGOND DEGRE. 

S I. Des équations bicarrées. 

272. RÉSOLUTION DE l'Équation bicarrée. Une équation à 
une inconnue est dite Ucarrée, lôrs(ju'elle ne cpntient que le 
carré et la quatrième puissance de l'inconnue. Elle peut tou- 
jours être ramenée à la forme, 

ax^+bx^ + c=0. [1] 

Si l'on prend a?* pour inconnue, cette équation devient du 
second degré. Car en posant : a?* = js, on a : a?* = -s* ; et l'équa- 
tion [1] devient : 

az^'\-bZ'}-c = 0. 
eh tire de là; 

— 5±V^6«— 4ac. 

comoïfe 'X est la racitie carrée de jz? , on a : 



•==±v/= 



2a f2] 



Ainsi X admet, en général, quatre valeurs, égales deux à deux 
et de signes contraires. 

273. Discussion des formules. 1" Si l'on ait* — 4ac>0, les 
deux valeurs de z sont réelles; elles peuvent, d'ailleurs (2*6), 
être toutes deux positives, ou toutes deux négatives, ou encore 
l'une positive et l'autre négative. Dans le premier cas, les quatre 
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Valeurs de x sont réelles; dans le second^ elles sont toutes les quatre 
imaginaires; dans le troisième^ deux d'entre elles sont réelles, et les 
deux autres sont imaginaires. 

2« Si ron a : b^ — 4ac=0, les valeurs de z sont réelles et 
égales; par suite, les valeurs de x sont égales deux à deux : ^Ues 
sont réelleSy si b et a. sont de signes contraires^ et im^naires^ si b 
et a sont de même signe. 

3*> Si l'on a : 6*— 4ac<0, les valeurs de z sont imaginaires; 
et, par conséquent, les quatre valeurs de x sont imaginaires 



274. Transformation des expressions de la forme ya+y^. 
La formule [2], qui résout l'équation bicarrée, contient deux 
radicaux superposés; et cette forme n'est pas avantageuse, en 
général, quand il s'agit de calculer numériquement les racines. 
Il n'est donc pas inutile de chercher, à quelles conditi ons il se ra 
possible de transformer une expression de la forme ya-^^h en 
une somme de deux radicaux simples. 

Posons l'équation : 

Va+v^=V^S+v/y; 

et essayons de la résoudre par des valeurs rationnelles de x et 
de y; c'est le seul cas, où il y ait avantage à opérer la transfor- 
mation. Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que les 
quatre radicaux ont le signe +; il nous sera permis alors (126) 
d'élever au carrelés deux membres de l'équation [1]; et nous 
aurons l'équation équivalente : 

a+s/b=x+y+^^^; 
ou (a— a?— î/)+v^5=2v^5y. [2] 

Si nous élevons encore au carré, nous aurons : 

(a— a?— î/)*+2(a— a?— 2/)v^+6=4a;î/. 

Or le second membre est commensurable, par hypothèse ; il en 
est de môme des termes (a — x — yY et b. Il faut donc que 
2 (a — x—ys/l) soit aussi commensurable; et, comme >lb ne 
l'est pas, il faut que (fl—x-^'y) soit nul. On doit donc avoir : 

x+y=a 
et, par suite: kxy=^b L^l 
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Il résulte de là, que a? et y ne peuvent être que les racines (2S6) 
de Féquation : 

z'^az+^=^0. [4] 

Ainsi, on doit avoir, par exemple : 



^'-^-^ , V=-^, . [5] 

Mais ces valeurs ne sont commensurables que dans le cas où 
(a^— 6) est un carré parfait. Donc, si cette condition n'est pas 
remplie, la transformation n'est pas possible. Si, au contraire, 
(a*— 6) est un carré c*, a; et y ont des valeurs commensurables : 

a-l-c a — c 

et, ces valeurs vérifiant l'équation [2], nous avons la formule 
de transformation : 



VMVî=\/^+v/^. 



[6] 



Faisons remarquer, d'ailleurs, que, quel que soit (a* — h), la 
formule : 



vq:7F=v/^±^^v/^ 



-i/a*— 6 



est vraie, puisqu'en l'élevant au carré, on arrive à une identité; 
mais elle n'offre aucun avantage, quand (a^ — h) n'est pas un 
carré, puisqu'alors on substitue à un radical une somme de 
deux radicaux de mimt forme. 



275. Remarque. Si l'on a à tranformer sa-^yjb^ on posera: 



X étant plus grand que y; et les mêmes raisonnements condui- 
ront à la même équation [4], pour la détermination de x et 
de y, La transformation ne réussira donc que dans le cas où 
(a*— 6) serait un carré parfait c*; et l'on aura : 



./ Jf 1 /«+c ^ /a— c 



m 
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Si maintenant le premier membre a le signe —, il est facile 
de voir que, pour foire concorder les signes des deux membres, 
on devra écrire : 






[8] 



Car il suffira, pour obtenir ces nouvelles formules, de changer 
les signes des deux membres des formules [6] et [7]. 
Ainsi, en résumé, on a : 

en admettant que les signes extérieurs se correspondent, ainsi 
que les signes intérieurs. 

296. Appucations. 

3® On démontre, en géométrie, qu'en désignant par C le côté d'un polygone 
régulier inscrit dans un cercle de rayon R, et par x le côté du polygone régulier 

inscrit d'un nombre de côtés double, on a la formule : « = ^2R* — R V^4R» — C. 
Ici, a=2RS &=4R*— CWj d'où a^— 6=CW. On a donc: 



4« Condition nécessaire et suffisante , pour que les racines de l'équation bi- 
carrée af*+p«' + q=0, s'expriment par la somme de deux radicaux simples. 

on a: x^±:\J -^l^ sjtl^. 

Danscecas, a=— |, &=?• — g; donc a»— &=ç, 

\insi , il faut et il suffit que q soit un carré. 
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$ II. Dd quelques équations binocics. 

277. Forme de l'équation binôme. Une équation binôme est 
une équation à deux termes, de la forme : 

ar+k=0. [1] 

Si A est positif, en désignant par a la racine m"* de A, on 
aura : A=a"*. Si A est négatif, on désignera par a la racine 
m"* de — A, et Ton aura: A=— a**. L'équation [1] prendra 
alors la forme, 

x^±.a'^=0. [2] 

Et, si Ton pose, x=ay^ Téquation [2] deviendra : 

ou y"*zh:l=0. [3] 

Telle est la forme à laquelle on peut ramener toute équation 
binôme. Quand on a trouvé les valeurs de y, on les multiplie 
par a, pour avoir les valeurs de x. 

278. Résolution de quelques équations binômes. 
1» L'équation [1] . a?^— 1 =0, 

a pour racines, a?=±:l. 

L'équation [2] aj^+i=o, 

a pour racines, a?=±:v/— i. 

2* L'équaXion [3] a:»— 1 =0, 
peut s'écrire: (a?— i){x^'\'X+l)=0; 
elle est donc décomposable en deux équations, 
a?— 1=0, et a?^+a?+l=0; 
et ses racines sont : 

a?=i, et x= T • 

L'équation [4J aj'+l = 0, 

devient identique à la précédente, quand on y change x en — ic: 
ses racines sont donc celles de [3J, changées de signe, c'est-à- 
dire : ■ 

idtv/— 3 
0?=— 1, et x= ^ . 
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3« L'équation [5J a?*— 1 = 0, 

peut s'écrire : (a?*— 1) {x^ + 1) =0. 

Elle est donc équivalente aux deux équations [1] et [2] ; et, 
par suite, ses racines sont celles de ces équations, cfest-à-dire ; 

aî=±l, iP=±v^— 1. 
L'équation [6] x^+ 1 =0, 

est identique à a?* + 2a?* -f- 1 =2a?S 

ou à (a?*+ 1 )•— 2a?*= : ' 

elle peut donc s'écrire : 

(a?«+l+a?v/2) (a?*+ 1 — X)/2)=0; 

et par suite , elle est décomposable en deux équations du 
deuxième degré^ 

a?*+a?V^ + l=0, et a? — «\/2+l=0. 

Ces deux équations ne diSèrent que par le signe de x : elles ont 
pour racines, 

— V^2±/^ v^dry/ITa 

Ce sont donc là les quatre racines de Téquation [6]* 
4« L'équation [7] a?* — 1 = 0, 

est décomposable en deux autres, 

a:»— 1=0 a?*+l = 0. 

Ses solutions sont donc les six racines des équations [3] et [4], 
c'est-à-dire : 

rc=zt:i, et a?= ï — • 

2 

L'équation [8] a?«+l=0. 

devient identique à la précédente, quand on y remplace x par 
xy/ — 1; car on a: 

(a?v/=l>=a^(v^=l>=--a^. 
Ses racines sont donc données par les équations : 
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et, pour les obtenir, il suffit de multiplier les deux membres 
par v^^^ ; car alors les premiers membres deviennent égaux à 
a?X(— 1), ou k—x. On a donc : 

aî = db\/— -1, et a?= T • 
5» L'équation [9] a^— 1 =t0, 
est décomposable en deux autres, 

a?*— 1=0, et a;*+l = 0. 

Ses racines sont donc les huit racines des équations [5] et [6], 
c*est-à-dire : 

a?=dbl, a?=±v^--l, a?= — i — _J: 

L'équation [10] x» + 1 = o, 

peut s'écrire : a?*+ 2ic* + 1 = 2ir*, 

ou (rc*+l)"— 2ic*=0: 

elle se décompose donc en deux autres, 

a?*+l+aî»v^=0, et 3^+\—a?)/l=0y 

équations bicarrées que Ton sait résoudre, et qui donnent : 

x^^sJ-^f^^Œ'^^ et x=±yj'^^^. 

6'' Enfin les racines de l'équation, 

a?"— 1 = 0, [11] 

sont celles des équations [7] et [8], 

Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de ces transforma- 
tions ; car notre but était seulement de montrer, par quelques 
exemples, comment certaines équations, de degré supérieur au 
second, peuvent se ramener à celles du second degré. Mais la 
méthode générale de résolution des équations binômes appar- 
tient à la seconde partie de l'algèbre. 
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$ III. Des équatioDs trinômes. 

270. Résolution de l'équation trinôme. Une équation tri- 
nome est une équation à trois termes, de la forme, 

aa?'*-|-6a?*-fc=0. [1] 

Si l'on prend a?* pour inconnue, en posant : 

a?*=:z, d'où aj*~=z% [2] 

cette équation devient du second degré, 

az^+bz+ç=0. [3] 

On peut donc obtenir les deux valeurs de z; et, en les substî' 
tuant successivement dans l'équation [2], on est ramené, pour 
avoir les racines de l'équation [1], à résoudre deux équations 
binômes du degré n. 

EXERCICES. 

I. Résoudre l'équation : 

1 1 



= 1.' 



9— v/2— a;^ X + y/î— a?' 
On trouve : «==t 1/ — ^« 

n. Résoudre réquation : 2» V«— 3xy -=20. 

On pose : ^x = X] 

5 A / 5 
et Ton trouve: «=±8, x=àz W — -, 

III. Résoudre Péquation : — -, f- . ^ = -, 

\/a + x 
On pose: — -L-=jj; 

v/o 
et Ton trouve : 

— gdiVsa'— 4ab _ a(a?-{-2àb^'ib^±a \/ba^ — 4a&) 

^"~ 2(rt— 6) ' *"" 2 (a— 6)^ 

IV. Résoudre l'équation • 
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cx^Wx + x-^l) (v'î^+l) 



On pose : \/l + «=jy; 

.4c(l— cg 



et Ton trouve ; »=^0, xz 



d + c')' • 



V. Résoudre l'équation : 

(a;+2)»+2{a? + 2)v'î — 3 V'î=46+ x, , 

On pose : » + V^p + 2= jsf ; 

— 13=h3 s/^^^ 
et l'on trouve : a5.-=4, »=9, «=-^ r— î . 

VI. Résoudre l'équation : 

2 3 I 

On trouve: « = 0, «= -r—. 

o5 



VU. Résoudre l'équation 

\/-3 



3 3 I 



On trouve : • x: 

ô 

VIII. Résoudre l'équation : 

(1+g)» . (l-a?y 

On trouve : a?==t \/? — 1 d: i/^ — r. 

Y » 2 '^ a^ 4 

IX. Résoudre l'équation : 

{a+xY-\-(a-'xy=h. 

On trouve : aj=±:l/a'— {h^àz y/a +~ | . 

X. Résoudre l'équation : t±}l^l^=, ?. 

x—yx^—a^ <* 

«iH-i/ 7 

On trouve : «=», a?=a — —=-5^ — ^. 

o 

Quelquefois on reconnaît, à l'inspection d'une équation, qu'elle admet une 
racine o. Son premier membre est alors décomposable en facteurs (76) : et cette 
décomposition facilite la résolution de l'équation, en abaissant son degré, car 
son premier membre est divisible par (a? — o). 

En voici quelques exemples. 

XI. Résoudre l'équation : x^ — 3a;==2. 
Elle admet la racine, a;=2. 
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XII. Résoudre Téquation : 2x*— «*=!, 
Elle admet la racine, x=l, 

XIII. Résoudre Téquation : 

«8— 6a?* + 10ic— 8=0, ' 

Elle admet la racine , « = 4. 

XIV. Résoudre l'équation : 

«*—2a^+a;— 132=0. 
On l'écrit sous la forme, 

«M*— 1)'—» («—!) — 132=0; 

on pose : « («— \)=z; 

et Ton trouve : aî==4, »=— 3, »= ^~ , 

XV. Résoudre l'équation : 

Elle admet deux fois la racine, «=1 ; 

et on la ramène ainsi au second degré. 

XVI. Résoudre l'équation : 

af*4-^a!'— 39jj — 81=0. 
On écrit l'équation sous la forme, 



«*-81+Y*(^-9)=0; 



et 1 on trouve : «=±3, » = r^'- . 



CHAPITRE m. 

DES ÉQUATIONS A PLUSIEURS INCOiyiVUflS. 

§ I. Des équations du second degré à deux inconnues. 

280. Forme générale de l'équation du second degré A deux 
INCONNUES. Une équation du second degré, à deux inconnues a; et 
y, ramenée à la forme entière, ne peut renfermer que six es- 
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pèces de termes, savoir : des termes en rc", des termes en an/, 
des termes en y*, puis des termes en y, des termes en a?, et des 
termes indépendants. L'équation du second degré peut donc 
toujours se ramener à la forme, 

Aa^+Biry+Ct/»+Da?+Ei/+P=:0. 

281. RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS DONT l'uNE EST DU PRE- 
MIER DEGRÉ. La résolution des équations simultanées est une 
des questions les plus compliquées de l'algèbre. Nous n'avons 
pas à en aborder ici la théorie générale : nous nous bornerons 
à traiter quelques cas fort simples. 

On peut toujours résoudre deux équations à deux inconnueSy 
Vum du premier et Vautre du second degré. Soit, en effet, le 
système : 

Aa;*+Ba?y+C2/^+Da?+Et/4-F==0, \ [1] 

ax-^-hy^^c. ] [2] 

On tire de l'équation [2] : 



b 

substituant cette valeur dans Téquation [1], on obtient une équa- 
tion du second degré en a? : 

{A&«— Ba&+Ca»)ir*+(Bô(î — 2Cac+D6*— Ea6) x 

+Cc«+Eôc+F6» = 0, [3] 

laquelle fournit deux valeurs pour celte inconnue; et chacune 
de ces valeurs, mise à la place de a?, dans l'équation [2], donne 
deux valeurs correspondantes pour y. 

Le système proposé admet donc deux systèmes de solutions. 
Si les deux valeurs de x sont réelles, les deux systèmes de solu- 
tions sont réels : ils sont imaginaires, si les valeurs de x sont 
imaginaires. 

282. Cas de deux équations du second degré. Lorsque les 
équations à deuxinconnues sont toutes deux du second degré^ f élimi- 
nation de Vune des inconnues conduit, en général, à une équation 
complète du quatrième degré. 

En effet, soit le système : 

Ax^ + Bxy + Cy^+ï)x + 'Ey + ¥ = 0,) [1] 



A!x^+Wxy+GY+L'x+E'y + F=0. j [2] 



"=0. ) 
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Pour éliminer 2/, on pourrait tirer sa valeur deTune des équa- 
tions, et la substituer dans l'autre : mais on compliquerait ainsi 
l'équation finale de radicaux, qu'il faudrait ensuite faire dispa- 
raître. Il est plus simple d'éliminer d'abord y*, en multipliant 
l'équation [1] par Cet l'équation [2]par C, et en soustrayant l'un 
des résultats de l'autre ; on a ainsi : 

(AC— CAK + (BC'— GB>y + (DC'— CD>+(EC'-CE')y 
+(FC'— GF')=0, 

ou, en représentant chaque coefficient par une lettre, 

ax'^ + bxy-\'CX'\-dy-}'e = 0; [3] 

et cette équation [3] peut remplacer (159) l'une des deux équa- 
tions proposées. 
On tire alors de l'équation [3] la valeur de y : 

y^ bx+d ' 

et on la substitue dans l'équation [I], qui devient : 

. j Bxjax^-^-cx+e) . C(aa?' + ca?+^)* 

^^ bx+d "^ {bx+d)' 

Or on voit aisément que, si Ton chasse les dénominateurs, en 
multipliant les deux membres par (6a? + d)^ cette équation sera 
du quatrième degré. Comme elle contiendra, en général, des 
termes du troisième degré et des termes du premier degré, il 
ne sera pas possible de la résoudre par les procédés ordinaires 
de l'Algèbre élémentaire. 

Ainsi, le système de deux équations du second degré à deux in- 
connues ne peut être résolu, en général, par les méthodes 
connues jusqu'ici. Mais on rencontre parfois des systèmes sim- 
ples, qui peuvent se résoudre à l'aide de certains artifices par- 
ticuliers, que nous allons faire connaître. 

283. RésoLunoN de quelques ststèues siuples. V Soit le système: 
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On reconnaît immédiatement (256) que x et y sont les racines de Téquation, 

donc y = "2 • l^î 

•Pour que les racines soit réelles, il faudra que Ton ait e 

2*> Soit le système ; 

On ramène ce système au précédent, en posant y = — v ; car on a alors : 
«+t? = a, aw= — b»; 

et, par suite, ^ = ^ • 

Ainsi Ton a : 

«= 2 r *~ 2 ' 

. > |2] ou ) [3J 

_ —a-tVaH^ l _ a + Va' + 4fe» 

^"' 2 ') ^ 2 ' 

Il y a donc deux systèmes de solutions, qui sont toujours réelles. 

3» Soit le système : 

a;^+y2=52, j MI 

Si l'on élève au carré les deux membres de la première équation, puis qu'on 
en retranche les deux membres delà seconde, on a \ 

2iFy=a»— b». 

On connaît donc la somme et le produit des inconnues, qui sont, par suite, 
racines de l'équation : 

a»— b* 



On a donc : - = ^— . [2] 

Si Ton a : 2b*— a» > 0, les valeurs de x et de y sont réelles; elles sont ima- 
ginaires, si l'on a : 2b*— o^ < 0. 

4*' Soit le système : 
Si l'on double les deux membres de la seconde équation, puis qu'on l'ajoute à la 
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première, et qu'on l'en retranche successivement, on remplace le système pro- 
posé par le système équivalent (139) : 



On tire de là : 



(a?— y)»=o»— 26».j ^^' 



Par conséquent^ en ajoutant et en retranchant membre à membre, puis en divi- 
sant par 2, on a 

Î ? > ^ [4] 

y=±^ Va»H-2b» qp'- ^a'-2b\^ 

Remarque. Il semble qu'il y ait là huit systèmes de solutions, qu'on obtien- 
drait en combinant les signes des radicaux de toutes les manières possibles. 
Mais on doit faire observer que les équations [3] forment seulement quatre sys- 
tèmes; savoir, en posant ^a2H-2b^=R, et v/a'— 2b'=R' : 

a; + t/=iR,j X'^y=—B.,i x+î/= R, » aj + V=— R,j 
a? — y=R', > X— 1/= R', I a?— y=— R', J «— y=— R'. » 

Il n'y a donc que quatre systèmes de solutions : et, pour les obtenir, il faut, 
après avoir pris arbitrairement les signes des radicaux dans la valeur de a?, 
prendre, pour la valeur correspondante de y, les signes qui ont la même position. 

On voit d'ailleurs, que les solutions seront réelles, si l'on a : a'>2b'; et 
imaginaires, si Ton a : a' < 25*. 

5** Soit le système : 



œy =5^.j II] 

On ramène ce système à celui du second cas, en Técrivajjt ainsi j 



Et l'on en tire les valeurs de oc' et de t/*, puis celles de a? et de y : 

[3] ou *, i } [4] 



* î } [3] ou V g ' 

/_o» + v/a* + 46'.l . . /-a»— v'a*H-4b« 
Î'==^V 2 ) ""'^^V 2 ■ 



Mais le système [2] est plus général que le système [1], parce qu'on a élevé au 
carré les deux membres de la seconde équation [1]. On doit donc combiner les 
valeurs de x et de y, de manière que leur produit soit égal à 6^ : et cela exige 
que l'on associe les valeurs qui ont le même signe. 

Il y a donc quatre systèmes de solutions : les deux premiers sont réels^ et les 
deux autres imaginaires. 
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$ II. Des équations du second degré à plus de deux inconnues. 

284. Exemples. 1» Soit le système : 

X +y +jj=a ,1 

x^ + y^ + X'=h\) [1] 

xy=eii.) 

Si Ton élève au carré les deux membres de la première équation, après avoir 
fuit passer z dans le second membre, on a : 

»* + 2a^ + !/'= o' — 2o;f + ^' ; 
et, si Ton substitue à x^ + y^ et à an/ leurs valeurs tirées des deux autres^ il vient : 

2;f»— 2(o + c)» + a2 — b«=0, 
équation du second degré en %, d'où Ton tire : 

X= 2 . [2] 

Connaissant Xt on tirera la somme jt + y de la première équation, et le produit 
xy de la troisième ; et le calcul ^'achèvera, comme au n" 283 (1*). 
2" Soit encore le système : 

«*f«y + V'=37,\ 

X^+XZ + !S^=2SA [\] 

y» + yi + ;f'=.19.) 

Si Ton retranche la seconde équation de la première, et la troisième de la 
deuxième^ on a : 

(y-;f)(fl?+y + ») = 9,| 

(»-y)(a; + y+;i)=9;) 

d'où Ton conclut : y — jjf=a?— y, ou iF4-jï=2y; [2] 

et, par suite, (a;— y)y=3. [3| 

3 
On tire de cette dernière : x=-"^y\ 

et, substituant cette valeur dans la première des équations proposées, il vient : 

Q+y)V3 + y» + y'=37, 

ou 3y*— 28y'' + 9=0, 

équation bicarrée, qui donne : 





«=±3, v=±|V3. 


Par suite, 


«=±4, «=±yV^. 


et 


*=:.±2, 5r_:F|v3. 
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§ III. Des équations de degré supérieur au second. 
88tt, Exemples. V Soit le système : 






tu 



rSn chassant les dénominateurs de la seconde équation, on peut écrire ainsi le 
système : 

«tf(» + y) = 30, 



e{x+y) 



= 30, ) 
= 5xy. ( 



j = 5u. j '^J 



Si donc on considère a^ et « + y comme deux inconnues auxiliaires u et v, 
on aura : 

ttfi=30, 
6i? = 

La seconde équation donne v=-tt; en substituant cette valeur dans la 
première, on obtient : 

|u>=30, ou t4?=S6; 

de là : u=dt 6, et «=±5. 

Il faut adopter le même signe pour la valeur de u et pour celle de v, puisque 

Si nous adoptons d'abord les valeurs «=6, v=5, nous avons : 

»y=6; j ' . 

d*où Ton déduit, pour x et pour y, les valeurs 2 et 3. 
Si nous adoptons u =— 6,«=— 5, nous avons : 
«+y=— 5, 



4-y=-5, j .4. 



d'où Ton déduit pour « et y lefe valeurs— 6 et 1. 
2* Soit encore le système : 

* I 4+y_ 8 + 4y . 12y» \ 

hy^'-xy=x, ] 

La première équation devient, si Ton chasse les dénominateurs : 

4»»+ (4 + y)ya;»=(8 + 4y) ary' + l2yS 

et on peut récrire, en ajoutant 4y^ aux deux membres, 

«*(2 + y)'— 4apy» (2 + y) + 4y* = 16y*. 
Alg. B. !'• Partie. U 
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Or le premier membre est le carré de x{2 + tf) — 2y^ ; cette équation peut donc 
s'écrire : 

ce qui équivaut à x{2 + y) — 2y*^ :*= 4y^ ^^J 

Nous pouvons donc, au système proposé, substituer les deux suivants : 

r.n U(2 + y)-2y^=4y», a;(2+y) -2y'=:-4yS j ,,. 

^ ■' I 4y^-a«/=a;. 4y»-flry =0:. ( ^*J 

Nous résoudrons, d'ailleurs, sans difficulté ces deux systèmes. En effet, la 
seconde des équations [3], résolue par rapport à x, devient : 

y + r 

et cette valeur, substituée dans la première, donne : 

d'où Ton lOMayelut: V7;#0, et y=l} 

et, par suite, «=0, et x=2. 

On trouvera de même, pouf 4es solutions 4« systèipe [4] : 



<r=0, 5 ^_ 50 



^=M et 
»=0, ) 

Ainsi les solutm» jd;U syMtoe .proposé sonjt : 

x- g, 

^ 3' 

3" Soit, enfin, le système : 

x*y^-\-xY=^eS', \ ^'' 

On peut, en groupant les termes, l'écrire ainsi : 

(x+y){x^+y') = \^, \ 
a;V(^'+y') = 468; S 

et, <m divisant la seconde équation par la première, on a : 

a;y=36(a; + y), 

équation qui peut remplacer l'une des précédentes. Si Ton désigne le produit «y 
par u, et la somme a; + y par v, le système devient : 



t4«=:36î?. S ' ' 
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Si Ton élimine v entre ces deux équations, on a : 

36^""36 ""^^""^^ 
équation trinôme, d'où l'on tire : 

^=36=fc V^36»+ 13X36; 
et de là: « =—6, et «=6^13? 

Par suite, «=1, et v=:y/W. 

. Ainsi le premier système de solution est fourni par l'équation : » 

d'où l'on conclut : « = 3, y =— 2 ; 

et le second système est fourni par Téquation : 

»•— V^îFj^ + 6Î/ï^=0• 



d'où l'on conclut ; 

EXERCICES. 



yî3H-v^-iiv/i3 yîy-^/-iiVi3 

* a 9 y .o 



I. Résoudre les équations : 

\àb—i(a + b) (aJ-fy) + a«/=0, 
\cd-^i(c + d) {X -{-y) -{-xy=zO 

et en déduire : , = . , ^ — ;; — -tt^ • 

— r-^J — «y» 

qui est égale à ItTl^!, 

II. Résoudre le système : 

o"a5- + b^ = 2 s/a'^h'aù^ , ajy=:ab. 

On éliminQ.y; et, en posant ^a?"+"=x, on obtient une équation du second 
degré. 

On en tire z; et Ton obtient ^ensuite a; et y. 
m. Résoudre le système : 

«4-V=û» a»+y' = c!*. 
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On calcule le produit xy ; et l'on arrive ensuite à 



y""2 îV 3a 3* 

IV. Résoudre le tystème : 

X'\-y=.af x*'\-y*=d^. 

On calcule le produit «y, en élevant la première équation à la quatrième puis 

,_L_ 4 /a* + d* 
sance ; et l'on trouv« : »t/=a'it: y — 5 — . 

* On en conclut aisément x et y, 

V. Résoudre le système : 

a;4-y = a, a;*+y*=d*. 

On calcule le produit xy d'une manière analogue, et Ton trouve : 



a» V5a(o*+4d*) 
*''=2=*= ÏÔS 

VI. Résoudre le système : 

1 1_1 l.l-.i. 

î"*"y""â' a?'' "*■ y» ■" &=• 

En prenant - et - pour inconnues, on est ramené au système 3" (n" 288). 
X y 

VII. Résoudre le système : 

On est ramené au même système^ en prenant ^ôTei \/y pour inconnues. 

VIII. Résoudre le système : 

8 3 11 

a;* + y^=35, aj«+y"î=5. 

On prend pour inconnues a? et y^; et Ton est ramené à Tezercice III. 

IX. Résoudre le système ; 



>JÏ*\/i- 



On prend encore pour inconnues os + y et ofy. 
X. Résoudre le système : 

On trouve aisément : 

1- «=±5, y=±3; 2« x=±J^, y=± Jf^. 
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XI. Résouëre le système : 

> + y) (ary + 1) = 18«y, 
{afi + y^ («V + l) = 208xV. 
On divise la première équation par xy^ la seconde parc^y'; puis on repré- 
sente X + - psir u, y + " pai V, et Ton arrive aux deux équations : 

V + u = 18, v* + u* = 212; 
d'oA Ton tire aisément :âp = 7d=4/3,y=2:t:v^. 

XII. Résoudre le système : 



» + y + 3v^ = 6. 

On remarque que la première équation peut s'écrire * 
^F+^y^=:^a\ 
et que la seconde est le cube de la suivante : 

On est ainsi ramené au système (S**) du n" 288-, en posant \/x = u,\/yr=zv» 
Mais la dernière équation n'est pas aussi générale que la seconde des équations 
proposées; de sorte qu'on n'a pas ainsi toutes les solutions. 

XIII. Résoudre le système ; 

g^-f-gy + y* ^ flc» 1- ay 4- yi 
x+y a?— y 

On tire facilement de ces équations, en posant i/ . _ =ri 

** * l + r + î' 1 + r+r* 

XIV. Résoudre le système : 

;sf y ' » 

On trouve : «*=a5, y2 = oc, ;i^=zhc, 

XY. Résoudre le système : 

«(y + *)=2p, y(;f + «)=2q, j(a? + y) = 2r. 
On tire aisément de là : 

afy = p + q— r, »z=p + r— q[, y;i=q+r— p; 
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et; par suite , 



. — , /(P + g-r)(p4-r-g) __ / (p+ g — r) (g + r—p) 

'~V 9 + ^-P ' ^^V P + r^q ' 



-v^ 



r—q) (<?4-r — p) . 
p + q— r 



XVI. Résoudre le système : 



«tf»^=4725, y- = 6-^, -=.-. 

On trouve : x = 7, y = 5, j» = 3. 

XVII. Résoudre le système : 

a; + y+i=13, «* + y* + ;«* = 61» 2î(Jf = a? (« + y). 

On élimine aisément y et ;ï ; et l'on ttouve z=^keX x=z9. On obtient, par 
suite, y +x eiygy d'où Ton conclut y et x. Les valeurs, qui correspondent à 
a = 9 sont imaginaires ; celles qui correspondent à ^ = 4^ àoûi 9^3, 4=£6. 



CHAPITRE ÎV. 

IVÉSOLUTION ET DISGUSSIOiX DES PROBLÈMES b*UlV bEGRE 
SUPÉRIEUR AU PREÀiiCtl. 

§ I. Problèmes à une inconnue. 

286. PROfiLÈME I. Calculer la profondeur à^ufi puiU^ Ètt^haàt ^û'U itA 

écoulé un nombre 6 de secondes entre Vinstant où Von a laissé tomber une pierre 

et celui oà le bruit qu'elle a fait, en frappant le fond, est revenu à l'oreiUe. 

(On néglige la résistance de l'air.) 
Pour résoudre ce problème^il faut se rappeler deux principes de physique: 
V L'espace parcouru par un corps pesant est proportionnel aii carré dn 

temps t écoulé depuis le commencement delà chute ; et, si l'on désigne par g 

son coefficient constant, égal à 9", 80896, il est représenté par l'expression ^ 

2' Le son se meut uniformément, et parcourt 333 mètres par seconde; Dans 
le calcul qui va suivre, nous représenterons sa vitesse par v ; de sorte que, dans 
le temps t, il parcourt l'espace vt. 

Soit X la profondeur du puits, évaluée en mètres. En nomniant ^ le nombre 
de secondes que la pierre met à descendre , on a 

x=»A': d'où «.= »/2î. fil 



2 



hx 
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En nommant tt le temps que le son met à remonter, oa A : 

x:=vty, d'où <î=:5. [2] 

Or fi + f) = 0, d'après renoncé; donc Téquation du problème est : 

^\/| = «-' [3] 

Pour résoudre cette équation, qui contient un radical, on la met sous la forme : 

et, élevant les deux membres au carré, on a : 

,^_î!!f +£.;=?£ 15] 

ou, en faisant passer tous les termes dans le premier membre, et ordonnant: 

S- =^ G +5) + "'='>• f«] 

x = 1 = • 

Discussion. Les deux racines sont réelles; car la quantité placée sous le 
radical est évidemment positive. 

Jl est facile de voir, en outre, qu'elles sor.t toutes deux positives : car^ 
d'après l'équation [6], leur produit 6'»' est positif, ainsi que leur somme 

h -)t?*. Le problème ne peut, cependant, avoir qu'une solution; car deux 

puits de profondeurs différentes ne peuvent correspondre à une même valeur 
de 6. Pour expliquer cette singularité, et trouver quelle est celle des deux racines 
qui répond à la. question, remarquons qu'en élevant au carré les deux membres 
de l'équation [4], nous formons une équation nouvelle, qui, il est vrai, ne peut 
manquer d'être satisfaite si la proposée l'est elle-même , mais qui peut l'être 
aussi sans que celle-ci le soit. Les deux membres iiuraient, en effet, même 
carré, s'ils étaient égaux et de signes contraires. L'équation [5] équivaut donc 
réellement (126) aux deux suivantes: 



On tire de là : 



/%x ^ !ù hx 



La première de ces équations est la seule qui corresponde au problème pro- 
posé ; et sa solution est la solution du problème. Or cette solution est moindre 

X 

que «0, puisque, 6 étant positif, il en' est de même de t76 — « : au con- 
traire, la solution de la seconde équation est plus grande que vd, puisque 
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est négatif; elle est, par conséquent, la plus grande racine de Téqua 

tion |5] : elle doit être rejetée comme solution étrangère. Ainsi, la solution 
cherchée est : 






1 

Remarquons que, dans Téquation [6] qui fournit cette solution, v repré- 
sente la vitesse du son, égale à 333 environ ; le carré v* est donc un nombre 

assez considérable , et -; , coefficient de x, est très-petit. D'ailleurs, la solu- 
tion cherchée est la plus petite des deux racines. Il y a donc lieu d'appliquer 
à la recherche de sa valeur les formules de l'article 203 ; en adoptant la pre- 
mière, il viendra : 

tf + 7 

€'est la formule dont on devra se servir dans les applications. En effet, 

-. vaut, à peu près, ,-^-^ ; et comme l'unité de longueur est le mètre, on 
V lUUOOC) 

peut, sans aucun inconvénient, négliger les quantités de Tordrez- 
La formule [a] peut, du reste, se simplifier un peu, s l'on remarque que, 
étant grand, — est petit ; ei 

approximation, on peut écrire : 



AA 

V étant grand, ~ est petit ; en sorte qu'en le négligeant dans une première 



c'est la formule qui conviendrait, en supposant la vitesse du son infinie. Pour 
obtenir un terme de correction, posons : 

Nous aurons, pour déterminer a, l'équation : 
2 20 2 ^ • 

g V 

\ 
d'où Ton tire., en chassant le dénominateur du premier membre , 

g V "^ V ' 
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Négligeant —, qui est, 'à la foû^ très-yetU^ à came du {acteur a e4 du 

facteur -, on en déduit : 

«— ^'^•. 
•-27' 

et Ton a enfin, comme valeur approchée de « : 

•=f-Ç m 

Cest, du reste, la formule à laquelle on serait arrivé, en effectuant la divi- 
sion de 6* par ( --f--j, et en s'arrêtant après avoir trouvé les deux premiers 
termes du quotient. 

289. Problème II. Partager une droite AB en deux parties telles ^ que la plus 
grande AX soit moyenne proportionnelle erUre laplw petite et la ligne entière, 

( 

A X B 

Soit a la longueur de AB; désignons AX par 9, et, par suite, BX par (a— x) ; 
nous aurons, d'après l'énoncé, la proportion : 

On en tire Téquation : x^=a{a-^x), 

ou «* + aa; — a* =0. [2] 

Discussion. Les deux racines sont évidemment réelles. Comme v^5 est com- 
prise entre 2 et 3, la première racine est positive et plus petite que a ; elle est 
donc la solution demandée. Mais la seconde est négative, et sa valeur absolue 
est plus grande que a; elle doit donc être rejetée. 

Cependant on peut interpréter cette solution négative. En effet, désignons-la 
par (—a) : comme elle vérifie l'équation [2], on doit avoir : 

( — a)>=a{a — (— a)), ou a*=a(a+a). 

Ainsi a est une moyenne proportionnelle entre a et (a+oi), et répond évidem- 
ment à la question suivante : 

Trouver, sur la ligne AB prolongée, un point X' tel, que sa distance a au 
point A soit moyenne proportionnelle entre sa distance (a + a] au point B etla 
ligne AB=a. 

I \ 1 

X' * A B 

Les deux solutions, que nous venons de rencontrer, résolvent d'une manière 
générale le problème suivant : 

Trouver, sur une droite indéfinie, sur ktquelle sont pris deux points A et B, 



Digitized 



by Google 



218 LIVRE m. 

un point X tel, que la distancé ÂX soit màymne prùpotHonnellë mM ËX 
et AB. 

Et il arrive que, comme dans la plupart des problèmes du préiâîéf âegfé, là 
solution négative doit être portée sur la droite AB^ en sens opposé à la solution 
positive. 

On aurait pu, d'ailleurs, éviter la solution négative, en comptant les dis- 
tances à partir du point B. Car, en désignant par x la distance BX (!'• flg.), 
et, par suite, par (a— x) la distancé AX, on aurait eu la proportion : 

a _ a—^ , 

d*où l'on eût tiré l'équation 

»*— 3aflf4-«^=0; [4] 

•et, par suite »= 5 . [5] 

Ces deux solutions sont positives : la première , qui est plus grande que 0, 
donne le point X' ; et kb seeende, qui est plus petite que a, donne le point X. 
Construction des solutions. Les formules [3], qui peuvent s'écrire: 

coniduisent immédiatement à la construction qu'on indique dans les ÉUmerUs 

17' 

de géométrie. Car \/ -r+ol^ est l'hypoténuse du triangle bectangle, qui a pour 

côtés de Tangle droit AB et „ ; et, pour avoir »', il faut retrancher - de 

cette hypoténuse, tandis que, pour avoir la valeur absolue de afj il faut ajouter 
les deux longueurs. On porte d'ailleurs x' de A sers B, et ac" en sens contraire 
Remarquons encore que l'équation [2J peut s'écrire : 

«(»+a)=a'; 

par conséquent, le problème proposé revient à celui-ci : Trouver deux lignes 
X et X + a, dont la différence est a, et dont la moyenne proportionnelle est a. 
On apprend, en géométrie, à résoudre cette question, et l'on retrouve la con- 
struction précédente. 

888. Problème IU. Trouver y sur vne ligne 
PO, un point X également éclairé par deu» 
lumières A et B^ dont les intensités sont i et 
i\ On donne AP = a, BQ = b, et PQ = d{ 
AP et BQ étant les perpendiculaires abaissées 
des points A et B sur la ligne PQ. 

Pour résoudre ce problème, on doit se rap- 
peler que l'intensité de la lumière est en raison 
inverse du carré de la distance du point éclairé au point lumineux; de sorte 

qu'une lumière^ d'intensité i, éclaire, à la distance «) avec une intensité ^. 
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On doit ftTOir, pai^ conséquent : 

— = -iL- 
AÏ* BX*'" 

ou, en désignant PX par âp, et, par conséquent, QX par {d—x)i 

ou, eh chassant les dénominateurs : 

[bi + (d-»)»] t=(a»+a?) t'. [2] 

Discussion. Sans entrer dans les détails de la solution de cette équation du 
deuxième degré, et des conditions de possibilité du problème, cherchons i 
interpréter les solutions négatives qu'elle peut avoir. Si Ton désigne par (—aj 
une solution négative, cette solution doit vérifier Téquation [1] ; on doit donc 
avoir : 

a» + a^ b24.(d4.a)2- l»l 

C'est là précisément Téquation que Ton aurait dû écrire si, bherchant le 
point X à gauche de Pj on avait désigné par a sa distance inconnue aii point P; 
Les solutions négktites fournissent donc des solutions du problème proposé, 
pourvu que l'on porte la longueur qu'elles représentent à gauche du point P^ 
c'est-à-dire dans un sens opposé à celui qui correspond aux solutions poài lires. 

289. PaoBLÂHE lY. Étant donnés un cercle dont le centre est G, un de se$ 

diamètres AB, et une corde CD 
perpendiculaire à AB; on de- 
mande de tracer un cercle tan- 
genty à la fois , au cercle 0, au 
diamètre et à la corde 

Soient OA=R, 0I=o. Suppo- 
sons qu'on veuille construire le 
cercle G inscrit dans le segment 
Aie. Preaons pour inconnue son 
ràyoïi, et posons GT==:lT==aji La 
droite 00, qiii joint les centres, 
va passer par lé point de contact H des deux cercles; elle coupe d'àillèiirà le 
cercle inconnu en S. Or la tangente OT est moyeniie proportionnelle ëfatl-e la 
sécante entière OH et sa partie extérieure OS. Oh a donc : 

1BIÎ*=:0HXÔS, OÙ (éi + if)»==R(R-2»)i W 

ou , en développant et en ordonnant, 

a;» -J- 2 (R-i- a)»— R2 -f «'= 0. l2l 

On eh tire; a?=-(R + a)iV/(î^ + a)»4(H'-ttV, 

ou, réduisant : 
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Discussion. Ces deux racines sont évidemment réelles^ puisque 2 R (R + a) 
est une quantité positive; et, comme a est plus petit que R*, on voit, à Tinspec- 
tion de l'équation [2], que Tune d'elles est positive et l'autre négative. 

La solution positive if se construit avec une grande facilité : car le radical 
est une moyenne proportionnelle entre 2R et (R + a), c'est-à-dire entre BÂ 
et BI; il est donc égal à BG. Donc : 

a/rsBG— BI. 

Donc, si Ton prend BT=BG, IT sera égal à a/ : ce sera le rayon cherché. 
Pour avoir le centre, on élèvera en T une perpencKculaire TG sur AB, et on la 
prendra égale à IT. 

Quant à la solution négative «*, elle est égale, en valeur absolue, à BC+ BI. 
Pour l'interpréter, remarquons que, si on la désigne par ( — a), elle doit véri- 
fier l'équation [1] ; on doit donc avoir : 

(a-a)»=:R(R-f2a), ou (a— a)2=R(R-J-2a). [4] 

Or c'est là précisément Téquation qu'il eût fallu écrire, si l'on avait voulu 
tracer un cercle tangent extérieurement à l'arc BG, au diamètre et à la corde 
prolongés, et que l'on eût appelé a son rayon inconnu ; on s'en assure aisément 
en faisant la figure. Ainsi la racine négative fournit une seconde solution du 
problème; et pour avoir le point de contact Ti du nouveau cercle et du dia- 
mètre AB, il suffit de porter, sur ce diamètre, à gauche de B, une longueur BT| 
égale à BC. 

On voit qu'ici encore les deux rayons IT=BG — BI et ITi=:BG-f BI sont 
portés, à. partir du point I, en des sens opposés, comme l'indiquent les signe 
dont leurs valeurs sont affectées dans les formules [3]. 

Il est évident que les points T et Tt sont les points de contact de deux autres 
cercles égaux aux premiers, dont les centres sont symétriquement placés au- 
dessous du diamètre AB, et qui répondent aussi à la question. 

Si Ton veut maintenant inscrire un cercle dans le segment BIG, on trouvera, 
par des raisonnements analogues, l'équation 

(af— a)»=R(R— 2«), ^ [5] 

qui difierera de Téquation [1], et qui ne pourra pas s'y ramener par le change- 
ment de signe de x. Sans entrer dans le détail de cette nouvelle solution, nous 
dirons seulement que la racine négative correspondra au cercle tangent exté- 
rieurement à l'arc AG, et qu'on obtiendra les points de contact des deux cercles 
avec le diamètre AB, en décrivant, du point A comme centre^ une demi-circon- 
férence, de rayon AG. \ 
On voit que le problème a huit solutions fournies par deux équations du se- 
cond degré. 

290. Phoblème V. Partageria surface d'un cercle, de rayon R, en moyenne 
et extrême raùon, par une circonférence concentrique. 

On peut faire deux hypothèses : 1" la surface comprise entre les deux circon- 
férences est la moyenne; 2** la surface du cercle inconnu est la moyenne. 
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Dans le premier cas, si Ton désigne par x le rayon du cercle cherché, l'équa- 
tion du problème est : 

ou (R''— »»)»=iRV. [1] 

On tire de là: R"— «'=Raf, ou R*— a?*=— R». 

La première de ces deux équations donne : 



^^ R(-ld=v/5) . 

et la seconde, qui n'en diffère que par le signe de x, donne : 
._r(i±v/5) 



m 



[3] 



Discussion. Ces quatre racines sont égales deux à deux et de signes con- 
traires. Mais les racines négatives n'ont pas de signification dans cette ques- 
tion géométrique; elles doivent être rejetées. Quant aux racines positives, la 
première, 

.^ 2 

eit la pltis grande partie du rayon R difiisé en moyenne et extrême raison : 
elle répond directement à la question de partage. La seconde, 

^_ r(v^-h) 

est la ligne dont la moyenne serait R dans la division en moyenne et extrême 
raison. Cette ligne, plus grande que B, donne une solution qui ne convient pas 
. au problème tel qu'il a été posé. Mais, que Ton en généralise l'énoncé de la 
manière suivante : 

Construire un cercle concentrique à un cercle donné, et tel que la couronne 
soit moyenne proportionnelle entre les surfaces des deux cercles, 

Ce nouvel énoncé n'exigera plus que le rayon inconnu soit plus petit que R. 
Si on le suppose plus grand, l'équation nouvelle, 

(«»-.R»)2=R'»2^ 

ne différera pas de l'équation [1]; et, par suite, la seconde solution conviendra, 
comme la première. 

Supposons maintenant que ce soit le cercle inconnu qui doive être moyenne 
proportionnelle entre le cercle donné et la couronne : l'équation du problème 
est alors: 

S=îr(sfe^' - .•+RV-R-0. [41 

On pourrait résoudre cette équation bicarrée par les méthodes connues. Mais 
il vaut mieux poser : 

a?=Ry; [5] 
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et l'équation devient, après avoir été divisée par R* : 

î/»+Ry-R»=0; [g] 

elle est identique avec la première dès équations du premier cas. Ainsi la 
valeur négative de y doit être rejetée ; et la valeur positive est la plus grande 
partie du rayon divisé en moyeimfi et e^trérm raison. Quant au rayon x 4« 
cercle inconnu, il est, d'qprès Véquation [5], unfi nwyemf proportifmr^Ue entre 
le rayon du cercle donné et la moyenne y. 
On construira aisément les trois solutions de ce problème. 



$ II. Problèmes à plusieurs inconnues. 

291. Problèmb VI. Calcukr les côtés de l'angle droit d*un trian^fle rectangle, 
connaissant Vhypoténiue & etla hauteur h abaissée du sommet de l'angle droiu 
sur Vhypoténuse. 

Soient s et y les deux côtés inconnus ; le théorème de Pythagore donne l'équa- 
tion : 

La surface du triangle a pour expressions 7 ^t —- ; donc on a : 

9^=: ah. J2] 

En doublant les deux membres de Téquation [2], et en l'ajoutant ensuite à 
FéquaJtion [1], on a: 

«'+!/' + 2a;y=:a»+2a/i, ou (»+i/)»=o'-î-2a^; 

d'où Ton tire, en extrayant les racines carrées des deux membres^ ce qui est 
permis, puisqu'ils sont positifs : 

fl? + y=v/o? + 2a/i. [31 

Si, au lieu d'additionner les deux équations membre à membre, on soustrait 
la seconde de la première, on a : 

(op— j/)»=o»— îa/i; 

e^, comme on peut sujpposer que x est le fins grand des deux jCÔtés cherc^s, on 
a, en extrayant les racines : 



On connaît donc la somme [3] et la différence [4] des inconnues, et Ton en 
conclut : 



3] et la différence [4] d 

U = i(v/o2^2o/if v^a»— 2afc), 

: [6] 

\y=^{\/a^-{'2ah'-\/a^-'2ah). 
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piscussiON* Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les 
valeurs de « et de y soient réelles, c'est-à-dire que Ton ait : 

a>2h, ou k<l> ' [6] 

292. Remarque. Ces inégalités f6] n*eicluent pas les égalités lin^ites, 

a=2/i, ft==|; 

car les valeurs de x et de y restent réelles et positives, dans cette hypothèse. 
Elles fournissent donc les solutions des deux questions suivantes : 

P Parmi tous les triangles rectangles^ de hauteur dorme h, quel est celui 
dont Vhypoténuse est la plus petite possible? 

C'est le triangle dont l'hypoténuse est égale k2h. Il est isocèle; car, dans 
ce cas, _^ 

x=y=h^2, 

2" Parmi tous les triangles reetaagleSf de même hypoténuse a, quel est celui 
dont la hauteur est la plus grande possible ? 

C'est le triangle dont la hauteur est égale à g. Il çst isocèle; car^ 4^ns ce cas, 

a.=y = -f- 

203. Problème VII. Déterminer les côtés d^un triangle rectangle, connais- 
sant sa surface m' et son périmètre 2p, 

Soient œ, y, x les côtés du triangle; » étant l'hypoténuse, on a, d'après 
renoncé et en se servant de propositions très-connues : 

;^=za^ + y% £1] 

a? + y+x=2p, [2J 

2m»=a^. [3] 

En multipliant par 2 les deux mennbres de la troisième équation, et l'ajoutant 
ensuite à la première, on a : 

;jî4-4m«=:a;» + y» + 2iry, ou ;i* + 4m'=(« + y^ [4] 

• La seconde donne d'ailleurs l'équation : 

a? + y = 2î) — jï; d'où (a? + y}* = (2p — ^)*- M 

En égalant les deux valeurs de (a?-f y)^ fournies par les équations [4] et [5] , 

on a : . . 

(îp— jK)2=jf?4-4m»; 

ou, en effectuant l'élévation au carré indiquée dans le premier membre , puis en 
supprimant le terme jt^ qui est commun, et en divisant les deux membres par 4, 

• |)2 — p;ï = 1^2. 

d'où l'on déduit: ji=ÏUl2i-. [6] 
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Puis % étant connu, les équations [2] et [3] font connaître (op-f-y) «t sy; 
car elles donnent : 

« et y sont, par conséquent, racines de l'équation 



V 



On a donc: ^=^^^-=1=^ ^tL—J^^^m\ 



[7] 



Discussion. Gomme la valeur [6] de % doit être positive, Tune des conditions 
de possibilité du problème est : 

Mais cette condition ne suffit pas ; il faut, en outre, que les valeurs de » et 
de y soient réelles et positives. 

Or on voit, à l'inspection de l'équation qui les fournit, qu'elles sont posi- 
tivep, si elles sont réelles. Il suffit donc d'exprimer qu'elles sont réelles, c'est- 
à-dire que Ton a : 

^-^±4^— 2m»>0, ou (p»+«V— 8p»m»>0. 

Or le premier membre peut être considéré comme la différence de deux car- 
rés. Cette inégalité équivaut donc à la suivante : 

(p2+i»i + 2pmv^2) (p*+m»— 2pmV5)>0. 

Mais le premier facteur est positif : il faut donc que Ton ait : 

pî + m> — 2pmV2>0. [8] 

Telle est la condition à laquelle p et m doivent satisfaire. On peut en déduire 
les limites entre lesquelles peut varier p pour une valeur donnée de m, ou m 
pour une valeur donnée de p. Nous obtiendrons ces deux résultats à la fois, en 

posant ^ = r. Si, en efi'et, l'on divise par m> les deux membres de l'inégalité [8], 
tfi • 

elle devient : 

r«-2rv^+l>0. 

Or son premier terme est positif: on en conclut que, pour qu'elle soit satisfaite, 
r doit être plus grand que la plus grande racine de l'équation r» — 2r v'ï +1 =0, 
ou plus petit que la plus petite; c'est'à'dire plus grand que (v/2 + ou plus petit 
que (v/2— l). Mais p étant, comme on l'a vu, plus grand que m, le rapport 
?- ne peut pas être moindre que (^2 — 1 ) î il faut donc qu\l soit plus grand que 

(v^2 + ])• D'ailleurs, cette condition entraîne la première; elle est donc la seule 
condition de possibilité du problème. 
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294. Remarque. Le triangle rectangle, dont le périmètre est 3p et la sur- 
face m', n'est possible que si Ton a : 

on en conclut: m < y^ , ou m<pCv^^l) 

Ces in^alités n'excluent pas les égalités limites , 

m=pW2-\), p = m(v^ + l); 
car, dans cette hypothèse, les valeurs des inconnues restent Iréelles et positives. 
Elles fournissent donc la solution des questions suivantes : 

V Parmi Ums les triangles rectangles, de même périmètre 2p, quel est celui 
dont la surface est la plus grande possible? 

Cestle triangle dont la surface est m»=p»(v^2— l)*. Il est isocèle; car 
les côtés de l'angle droit sont donnés par la formule : x=y =.p {2— ^2), L'hy- 
poténuse X = 2p (\/2 — 1) • 

2* Parmi les triangles rectangles, de même surface m\ quel est celui dont le 
périmètre est minimum ? 

C'est le triangle dont le périmètre est : 2p = 2m (y'J + 1) . Il est isocèle ; car 
les côtés de l'angle droit sont donnés par la formule : x = y=mv/2. L'hypo- 
ténuse » = 2m. 

295. Problême VIII. Inscrire dans une *pWrc, de rayon R, un cylindre 
dont la surface totale, y compris les deux bases, soU équivalente à un cercle, 
de rayon donné m. 

Si l'on nomme x le rayon de base et y la hauteur du cylindre, la géométrie 
fournit immédiatement les équations suivantes : 

1/2 

«*H-*-=:R% 2iïa!» + 2««y = nm»; [1] 

et cette dernière devient, en supprimant le facteur n, 

2x^ + 2xy = mK [2] 

On déduit de [2] : y = ïiLzH; 

2x 

et, en substituant cette valeur dans [IJ, on a : 

^ Ux' —^^' 

chassant les dénominateurs, et réduisant les termes semblables , on obtient Té^ 
quation bicarrée : 

20«* — (4m' -»- 16R^«» + m< = 0; [3] 

d'où l'on déduit : 

^ _ (m» 4- 4R»)± >/(m' H- 4R7 5m< . 
Alg. B. P« Partie. 45 
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V /w»'4- 4^R»±:V(m*'4 4:^15*-- W 



et par suite, a?= y Ïj ■ ' '^ ' j ' "> " '- ^ &j 

Discussion. A la seule inspeciien ,âe l*é(}ua£oii bicarrée [3], on 8*aperçoit que, 
si les valeurs de o? sont réelles^ elles sont toutes deux positives, et elles fooi- 
nissent par conséqu^pt cl^egiSlHie .ujgbe valeur lèiSSiA ei .positive 4^ «, IHaifU^e 
suffit pas que % soit réel et positif, il faut aussi que^/ le soit; par suite^ on doit 
avoir : 

Le problème aura dtjné îftrtànt de SolutMns (jlfify âûVa de valeurs de % four- 
iKies par li ibfflMlel [&j, éf itta^ftetschaPk à éétte conl6ti^{6]. 

Pour que le problèffi€ sétl j^séHM^, îl ftiMt éfabiord: Gf«é M vlâ»i«» ée dr soiAit 
rMI«9; H flfifdl, pottf oéfÉ, dottMliie *o»^ Iti^tsm &àf f^&Am 4e si^ te^ «oient; 
ce qui exige seulement l'inégalité ! 

Or le second facteur est positif; il faut dpnc <^ue Ton ait : 

,m2 + 4R2 — m»V5>0; 
d'oïl . w»<-^, ou m»<R»(v'§-fl3- W 

Cette condition étant remplie, la plus petite valeur de x convient toujours à 
la ^uesiîMD; cav.éUe saâfifai»,.*^ entité, à J^inégatité [6), iâ^esNMiire ^ue 12^ a : 



m^ + 4R» — V (m^ -f 4R')^ -- 5m< ^ m» 
ou, en chassant les dénominatett^t^ et traneposant : 

Et, en effet, si m est plus grand que JBl, œtte iségaUté eist évidente. Si, au cen- 
traire, m est plus petit que R, les deux membres étant positifs, il est permis de 
les élever au carré («04), et l'inégalité devient : 

16(R< — 2R'mî + ii*«) < tôR^-f-SR^m^+m^—tii»*, 

ou 20m<— 40R»m»<Q; d'où m'<2B*; 

ce qui est vrai. le 'çrobUme a dçn^ toujours une solution, dès que la condi- 
tion (71 est vérifiée. 

Pour que la plus grande valeur de x convienne aussi, il faut que Ton ait de 
ttêote i 

m'4-4R^+ v/(m^-h4R^)=> — 5m^ nH 

ou y en chassant les dénominateurs et réduisant : 

V(m» + 4RV-5ïW« < 4(m»— R>). 
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Or si m est moindre que R, cette inégalité «gt JnqpttSiiU^, 4it, j^xcMUé^pMnt, 
la seconde solution n'eiiste pas. Si m est plus ^rand que R, les deux membres- 
de l'inégalité étant positifs, on peut les élever au carré ; il vient ainsi : 

n faut donc, pour qu'il y ait deux solutions, que m* soit compris entre 2R' 
etB?{^ + t\ 



, ^tWMiQm. Oft peut se ^nmàt9 tom^, te k minftre «rlttirte, de» 
risdim» que nous ^non» é'tfbtewt. 

L'^équatîeii pq, lowqu^en y remplsee-y p»r sa râleur ptsithv tirée de [1], 
#ontte^ pour etpreseiott de fai turCSEoe ■totale ^ cylindre ioBcrtt dans la splkire : 

Si Ton examine les yaleufs «uccessives par lesquelles passe cette surface 
lorsque le rayon » de la base augmente depuis jusqu'au rayou R de la sphère, 
on yeit qv^elle esl sfriHie pMr «ssO; pvis, ^^elle avgmente avec 9 jusqvIL une 
limité que le calcul fait connaître, et qui, d^près ce qui précède, est kR'v V^+ 1)> 
la valeur de «, qui fournît ce maximum, est, d'ailleurs : 



Pufif , lorsque x augmente jusqu'à R, la surface diminue jusqu'à la valeur 2tcR', 
qui correspond au cas où, la hauteur étant nulle, le cylindre se réduit à ses 
devK bases qui sont deux grands cercles. Or, en augmentant depuis aéro jus- 
qu'au maximum, pour diminuer depuis le maximum jusqu'à 2kR', il est évi- 
deMb que la surface du cylindre passe deux fois par toutes les valeurs com- 
prises entre le maximum et 37cR', €t une seule fois par celles qui sont moindre» 
que 2iïR*. , 

897. Quelques proBIèm^s sont considérablement simplifiés 
paj! un choix habile de Tiaconnue. En voici deux exemples : 

PaoBLèME IX. Trouver quatre nombres en proportion , connaissant la somme 
des moyens 2s, la somme des extrêmes 2s', et la somme des carrés des quatre 
termes 4q'. 

Prenons pour inconnue le produit x des moyens; leur somme étant 2«, il» 
sont (tfttt) racines de l'équation : 

et égaux, par conséquent, à 

Comme le produit des extrêmes est égal au produit des moyens, on verra ,^ 
de la même manière, que les extrêmes sont : 

En formant la somme des carrés de ces quatre expressions, on trouve : 
4^-f 4f'2-4»5 
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l'équation du problème est donc : 

On déduira de là la valeur de «, et^ par suite, les quatre termes de la propo^ 
tion, qui sont^ tout calcul fait : 



j'+v'jnr?, ,+^/5rr7î, ,^^^1-^, «f-^qi.,». 

Remarqub. n est naturel de prendre pour inconnue le produit des moyens, 
parce que ce produit, pour chaque proportion, n'admet qu'une seule valeur. Si 
Ton cherchait, par exemple, à déterminer un des moyens, on devrait les 
trouver tous les deux par le même calcul; car rien ne les distingue dans 
l'énoncé. L'équation serait donc au moins du second degré. 

Pour que le problème soit possible, il faut qu'on ait: 



89S. Problème X. Trouver une proportionj connaissant la somme 4s de 
ses termes, la somme 4q' de leurs carrés, et la somme 40^ de leurs cubes* 

Prenons pour iocounues la diiTéreuce kx entre la somme des extrêmes et la 
somme des moyens, et le produit y des extrêmes; désignons par a, h, e, d, les 
quatre termes de la proportion; nous aurons : 

jo + d + c + 6=4*; f, 

1 o + d— (c + 6)=4». *• •' 

on tire de là: | ?t^=f "^f ' M 

Gomme l'on a: ad=y, &c=y, [3] 

on en déduit (tfttt) pour a, h, c, d, les valeurs : . 



c = s— »— ^(* — «)*— y. 



[4] 



La somme des quatre carrés est, comme on le calcule facilement r 

8(«' + aj^)-4y; 

et la somme des quatre cubes est : 

16«(«» + 3iF»)— 12«y; 

ce qui fournit les équations : 

i 8 {«» + «>)- 4y =4qS 
(16«(«» + 3aF^) — I2«y=4c»; 

ou , eu divisant par 4 les deux membres de chacune d'elles, et en transposant : 
I 12»»»— 3ïy=e» — 4«». ^' 
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En résolvait ces deux équations, on trouve : 

«= 6Ï ' ^^ 3Ï ' 

et, si l'on substitue les valeurs de ir et de y dans les formules [4], on obtient 
les quatre termes de la proportion. 



EXERCICES. 

1. Un voyageur part d'un point B, pour aller vers un point C, en même temps 
qu'un autre voyageur part de G pour aller vers B. Chacun d*euz marche avec 
une vitesse constante. Ces deux vitesses ont un rapport tel , que le premier 
arrive en G quatre heures après qu'ils se sont rencontrés, et que le second ar- 
rive en B neuf heures après cette rencontre. On demande quel est le rapport 
des vitesses. 

Si Ton désigne par « et par y les deux vitesses, par d la distance BC, et par % 
la distance du point B au point de rencontre, on trouve les équations : 

£_i=LÎ ll=i-4 i-o. 
«"" y ' X -*' y-^' 

X 3 
et Ton en tire: -=-. 

JU Trouver un nombre de deux chiffres, tel que, divisé par le produit de ces 

deux chiffres, il donne pour quotient 5-; et que, si Ton en retranche 9, on 

o 

obtienne le nombre renversé. 

Le nombre est 32. 

111. Trouver un nombre de trois chiffres, tel que le second chiffre soit moyen 
proportionnel entre les deux autres, que le nombre soit à la somme de ses 
chiffres comme 124 est à 7, et qu'en lui ajoutant 594, on .obtienne le nombre 
renversé. 

Le nombre est 248. 

lY. Trouver cinq nombres, en progression par différence, connaissant leur 
somme ba et leur produit p*. 

On trouve que le terme du milieu est égal à a, et que la raison y est donnée 
par l'équation : 

4ay< — 5aH/» + a» — p* =0. 

y. Trouver quatre nombres, en progression par différence, connaissant leur 
somme ka et celle de leurs inverses r. 



En représentant les quatre termes par x^3y, x — y, « + y, ff + 3y, m 
trouve que âpc a, et que y est donné par l'équation : 

9y< + 100(26- o) y» + a'-4a»6=0. 
YI. Mener d'un point A, à un cercle C, une sécante de longueur donnée I, 
et chercher les conditions de possibilité. On donne la distance a du point au 
centre, et le rayon R du cercle. 
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o En désignant par y la perpendiculairi! abaistée de l^èxtvémitfi étF.lki 

sur le diamètre qui passe par U point A, et par a; la.: distance du pied de cette 

perpendiculaire au centre, on trouve : 

2a ' ^ iS ' '• 

Mes conditions de possibilité sont : si le point A est extérieur au cercle, 

/<a + R, />a— R; 
et si le point est intérieur, 

KR + a, Î>R — a. 

V4I. Oft aait <pie/ étamt donné» un pûirt is et on encl^ dmtt te mnhm eiT 
«n et dont It rafDn:est-R, omnommB pokitni du pHntAi.tHie^ptrp»Ddiflnltinr 
■ à 0A> MDéepar un peint X deioettedrotle^ tai (yne^OftxilAcscRl; Ge& |Msév 
deux cercles, de rayon R et R', étant donnés, on demande si un point M^iteliear 
plan* peut &v«ir même polaire dans Ton et dmaf^Faiitm. 

Il faut, poi]rMl%<|iietles de« ôeFcles ne-ee^oupest pas; el»aiTtfttl«>0DBMiabi 
est rempflie, en désignant par d la distance des centres, on trouve, poulT la 
distance du pôle au centre du ceroletR» 



^^ d' + R»— R''±\/(R+R'>d)(R+H'--d)(K— R^ + d)(R~-a[— 4) 

Id • 

'Vnn ^nt dinoéeime^ sphère, dé rayen R, on propose de fat qe u p er p w on 
plan tel, , qu& la plus petU d£s deu&.3egB3ieDta sphéùspiea, ain» obteoua acâtao. 
cône de même base, qui aurait pour sommet le centre de la sphère, dans un 
rapport donné m. 

.Dn trouve que la hauteur du segment est donnée par les fonsutes^- 

._« .> 3 ivn-hUr- V^d» -h U (m H- 9)" 

^=^' ^-"^ m^m • 

IX. Même problème, en supposant que le cône ait pour sommet Vex^fM^ 
du diamètre perpendiculaire à la base commune, située ^o» Ito 'pVw grand 
sqgaenti. 



On tnottve ; af^O, »=R. '$>(m4^ 1) ' — * 

X. Étant donnée une sphàra, de^iiaiwm &,,lJL£oi|j^r par un plan tel, que la 
plu&,petite des deux zonea ainsi déterminées soit à la surface latérale du^côiw 
de même base, qui aurait pour sommet le centre de la sphère, dans un rap- 
jport donné m. 

On trouve, BOUT la hauteur de la zone 

XIw Hèmeiprafalèmeyieawippesaiilïqvo lfriGÛBer«itpoKrf«mmsi'leiliÉHité«Ai 
dteoMerpeependiottlftii» i fa^ tae eoiaaMn^HiitiiÉB dmiitlff ipLitgMBitoaig* 
-menu 
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On trouve: »=0, a?=R — — ï . 

XIL FSETtag^r tm trappe, ddnt lesbases sot^a ef &, en fi^oi? partie propor- 
tionneUes à:m« »^ f , par des parallèles aia bases. 
En désignant par x et par y les longueurs des deux parallèles, on trouve : 

# j I >i ■ I ,1 1 1 1 I f 'très*' *^ ■ ' • ' ,1 " u »■ 

miL 'Insertre' ^dans un cercle de rayoïf R, cm tilangie isocèle, connaissant la 
somme a de la base et de la hauteur. 
En désignant par x la moitié d^ la base, et par y la hauteur, on trouve : 

2 (a— R)=t\/4R» + 2oR — a' a + 4Rq:2 V4H2 + 2aU — o* 
a?= g ^y y = .**.*- — g ^ . 

£a«cul«r H,eaP0t4)liB^ ees^^hitimià; ôm queUea 9QMt :Ies .<x»i4itiQP9 de poe- 
sibili#, .9t 4aQs.%juel cas i^i y a .m^ 0u deux seluti^n^» 

;|1V. yn.fliiedrilalèiia ABGI> étairt donné, oïl propose' de constniidé un sedend 
quadrilatère à'B<G^,,doat Ue eMs jmeot .Mppfloti«eaieiit« pandlèles' «ux.oâtés 
du p9ein)Ar,^iaWmentflistetad6 ceuirav et teiiff aerM que* l-aii» eoisprise 
entre les périmètres des deux polygones so^éfutmAente À iMi.oa0Bé-4n^. 

On suppose que le quadrilatèse A'B'C'D' enveloppe ABCD; si Ton désigne par 
2p le périmètre du quadrile^tère donné, (far* s la,- somtne des cotangentes dds 
demi-angles de ce quadrilatère, et par x la distance des côtés parallèles, on 
trouve réquation : 

*ap*+ 2pap— m*=:0. 

Discuter cette solution. Examiner si la racine négative peut sMnterpréter, en 
supposant que le quadrilatère A'B'CD' est intérieur au quadrilatère ABCD. 

XV. Étant donnés un cercle, de rayon R, et un autre cercle, de rayon — 9 

tangent intérieurement au pre{n#er,.fn pr(^M|5^ 4^ .tracer un troisième cercle, 
tangent, à la fois, aux deux autres et au diamètre qu' joint leurs centres. 

En désignant par x le rayon du cercle cherché, et par y la distance du centre 
duprettÛF^eAiie'aa^poiitftdercetitoof dur diaméfli^ et dh- cevtlër iaotfnna, ^n 
trouve : 

^ 4(m— 1)_. 3 — m^ 

y x^O^ y=-R. 

XU«»utf» ^floi^ti^MM les>:i9el|iti<ii&.' 

XVI. CaiCTfftJffeffttroi^dfttéiàflriy, z d*ijn triante, ^cihanf que Tes voliimet 
décrits {Mir le triangle, en tournant autour de chacun d'eux^ sont é^ui^l^i^ 
auT v^vmee ék-tfoi» içiiMreii, db myorfs d, p, y. 
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On trouve les relations : a*x=py=: y'x; 
«t, par suite^ 

^ 16a» 

V? + p3^" Y»>/ U' "^ P' W \«»"^ Y»" F/ VP»"*" 7"" 5?/ 
et deux autres formules analogues pour y> et z\ 

XVIL Inscrire dans une sphère, de rayon R, un cylindre dont le volume soit 
équivalent à la somme des segments sphériques qui ont même base que lui. 

£n désignant par âP le rayon de base du cylindre^ et par y la hauteur de l'un 
des segments, on trouve : 

2 ' ^"^ 2 • 

2" «=0, y=0. 

Construire la solution. 

XVIII. Stant donné un cercle, de rayon R, on mène^ par un point C de son 
plan, une tangente à ce cercle, et Ton fait tourner à la fois, autour da dia- 
mètre qui passe par le point G, la tangente et la demi-circonférence. On de- 
mande de déterminer le point G, de telle sorte que la surface conique, et la 
zone de même base qu'elle enveloppe, soient dans un rapport donné p. 

SI l'on désigne par x la distance du point C au centre, et par y la distance du 
centre à la base commune, on trouve : 

1- « = (2p^i)R, y=5^p 

T » = R, y = R. 

Discuter ces solutions. 



CHAPITRE V. 

QUELQUES QUESTIONS DE MAXLVUM ET DE MINIMUIL 

299. DÉFINITIONS. Une quantité x est variable indépendante, 
lorsqu'on peut lui donner arbitrairement des valeurs quelcon- 
ques > Une expression algébrique y est dite fonction de la varia- 
ble Xt lorsqu'elle en dépend de telle sorte, que, pour chaque 
valeur de x^ elle prend une valeur unique et déterminée. 

500. Variations, maximum et minimum d'une fonction. Lors- 
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qu'on fait croître la valeur attribuée à x^ par degrés insensibles, 
la valeur de la fonction varie : mais elle peut être tantôt crois- 
sante et tantôt décroissante. Lorsque la fonction cesse de croître 
pour commencer à décroître, on dit qu'elle passe par un maxi- 
mvm: lorsqu'elle cesse de décroître pour commencer à croître, 
on dit qu'elle passe par un minimum. 

Nous n'avons pas à exposer ici les méthodes générales qu'on 
emploie pour déterminer les maximums et les minimums des 
fonctions; ces méthodes trouveront leur place dans la seconde 
partie. Notre but est seulement de montrer comment la discus- 
sion de certains problèmes du second degré fait connaître des 
limites que les fonctions ne peuvent pas franchir. Lorsqu'on 
cherche, en effet, à rendre une fonction égale à une quantité 
donnée, le problème n'est ordinairement possible que sous cer- 
taines conditions. Il faut, dans la plupart des cas, que la quan- 
tité donnée soit comprise entre certaines limites que la discus- 
sion détermfne, et qui indiquent la plus grande et la plus petite 
valeur que puisse prendre la fonction. Nous avons déjà ren- 
contré quelques-uns do ces problèmes dans le chapitre précé- 
dent (9^i, 295, 29S). Nous en donnerons ici quelques autres 
exemples. 

S 1. Maximum ou minimum d'une fonction d'une seule variable 
indépendante. 

SOI. Problème L Partager un nombre donné 2a en deux par- 
ties dont le produit soit maximum. 

Chacune des parties étant plus petite que 2a, le produit ne 
peut atteindre le carré de 2a; il y a donc un maximum. 

Désignons par a? l'une des parties; l'autre sera (2a— a?), et le 
produit sera a; (2a— or). Cherchons à rendre ce produit égal à 
une quantité donnée m, en posant ; 

X (2a — x)=m, 

ou a?* — 2ax-{-m=s0. [1] 

Il faudra, pour cela, que l'on prenne : 



x=a±^a* — m. [2] 

Or, pour que le problème soit possible, il faudra que les va- 
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levrs 4e âT «oient {ëetles, e'est-à^^ke qnsm m »e soit piMf ^àpé^ 
riew à é^. Si donc on peut prendre â^ pdur vtâetir de m, ee sera 
le maximum dn proéuit. Or, si Ton suppose mciïrf'; la fer- 
mflle [2] donne, ares a; et par suite, 2€i— o^^^a. €es âetcKioffs^ 
sai^ aeeeptaMes; d«me, j»0w partager unifwmîbre m émx parties' 
dont le produit soit maximum^ U fmt ft partager en deuoff parties^ 

il if y a pas êe «linîrawin; c» on peut doimer à mtme vateor 
qneleonque inférieure- à «^; il y aura lotijours une soîutîem. 

Onpeul démontrer direciemen!!! ce ff^orëme*. Représentons 
f «ne des pmrtlesr par (a — j»), «rantreeet (a+x) ; et leur produit 
{a-^t) {a+ x)y on (a* — **), toujonrs' inférieur à <j?, est (f anlteint 
plui& grand fueiï* est pltfs peur. Le maximum correspond donc 
an minimnm de jaf*, €e%X*ihëite afd eas eA i =6, c^est-à-étre où 
chaque partie est égale ha. 

On voit d'ailleurs ai^tnefvt qtie te produit est nnt, qtrand le 
premier factair e^t nid; qn*i\ augmente mec ce fecteur jus- 
qu'au maxinMHD, et qu'Ù diminue ensniti^et redevient nul, 
quand ce faeHenr devî«irt égat à Skr. 

n018. Ce problème fournit la solution des questions suivantes : 

1* Parmi tous les rectangles de même périmètre 2p, quel est celui dont la 

surface est maximum ? 
La somme de la base eld« kt hauteur eet ooMIonie et égtde à p /donc Taire, 

qui se mesure par leur produit, sera^suaiiBuin lorsque les deux longueurs seront 

égales. Le rectangle maximum est donc le carré dont ie pôté fis.t^. 

T Parmi les triangles de même périmètre ^^ fit de Méw^ he^ie % ^fuà^eH 
^elui dont la surface est maximum^ 

L'aire du triangle, dont les trois côtés sont a^ &, c, est : 



«Ucaittaifit sta& ntaiimttii «n ntéme temps que 9?. Or les^ia^ntum p^ ^'^^1 
étant constants, on peut les supprimer,, et ^e bomer.à détermter Ijs.aifisi^us 
du produit (p— h) (p — c)\ car ce dernier produit augmente et diminue avec le 
premier. Or la somme des deui fiafitewrs (p -* 9) et (p — c) est constante et 
égale à a; donc le produit sera maximum si les deux facteurs sont égaux, oa 
si 5=Cy e>st-à-dire si le triangle est isocèle. 

505. Problème IL Décomposer un nombre jJ* en deuit factmrs 
positifs dont la somme soit imuîmmn. 

Je dis que la somme sera minimum, quand les deuxnombrfi^ 
seront égau3E à })^. 6ar ontîent de démontrer (SOf) que, A la 
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somme tfe deux nonAres est égala à ^, 'leur produit ne petit 
sur{tasserp% c'est-à-dire le carré de la derûi-somme. Donc, tà 
ceite.soBiaie est moindre qae %>, le . produit ne peut atteindre 
pK Par eooaéqueiii, poitr fue le produit«oit égalAf^y il faulque 
la somme soit annoiiis %ale à Sp. Dotic^ est le rainiinifai de 
la somme de deux nombres dont le prodoit est ff. Delà ce théo- 
rème. : Four.décamçoser un nombre en deux facteurs dont, la somme 
smi'minànmnif ilfautieudiconvposertndeuss faet&bntségma. 

On peut appliquer à la résolutton de ce proMène ta métlKifde 
dunr 501. Désignons, en effet, Yvm des facteurs par x; l'autre 

sera —, et leur somme sera ix +^V Cherchons' à rendre cette 

sonnne égale à une quantité donnée m, en posant : 

a?+— =m, ou a? — frur+p':=0. [1] 

X 

Il faudra, pour cela^ que l'on prenne : 



Or, pour que le problème soit possiMe, il faudra que les valeurs 
de ;r soient réelles, c'est-à-dire que m' soit au moins égal à kp^. 
Si donc on peut prendre m*=^kp\ oum=2p (car il s'agît de 
nombres positîft), 2p sera le minimum de la somme. Or, si 

Too pose «u:^ 2|7, la formule [%] donne â;= ^r ou or=^p* Gette 

solution acceptable conduit aa tkèoriiBe énoncé ^steuL 
U n'y a pas de maximum : car quelque grande que soit la 

valeur attribuée à m, dès qu'elle surpasse .2;, le problème jest 

toujours possible. 
Akisik somme desf deux iadeurs, d'abord trè»fraiide<]UA]!id 

^est irès^petit, diminne qfuavd x augmente, jusqu^u tnhii* 

ntmm 2p;;puis elle augmente indéfiniment, quand x erôtlii^é- 

finiment. 

S<NI. Ce^roMàme fournît la solution da la question suivante : 
Tarmi tous les rectangles de même surface s^, qwl est celui dont le périmèire 
est minimum? On trouveni aisément que c'est le carré dont le côté estf. 

rtm», ftm&SKK m. lmer§re'éemsmirkmpîe,>dmifl(i^bas&tiêh(a^Ufkm'^ 
leur h, un rectangle donJt la êmtfaevêeitmmfimmi^. 
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Pour inscrire un rectangle dans un triangle, on mène une parallèle quel- 
conque à la base, et par les points où elle coupe les deux autres côtés, on 
abaisse des perpendiculaires sur la base. Or on comprend que, si la parallèle 
est menée dans le voisinage du sommet, la surface du rectangle est très-petite; 
que cette aire augmente jusqu'à une certaine limite, à mesure que la paral- 
lèle s'éloigne du sommet; mais qu'elle diminue ensuite jusqu'à zéro, lorsque 
la parallèle se rapproche indéfiniment de la base. La surface a donc un 
maximum. 

Désignons par x la hauteur et par y la base du rectangle (parallèles respect!- 
yement à la hauteur et à la base du triangle); et cherchons à rendre la surface 
égale à une quantité donnée m, en posant : 

wy=m. [l] 

La géométrie fournit aisément^ entre les deux variables â; et y, la relation : 

qui permet d'éliminer y de l'équation [l]. On a ainsi : 

bx{h-^x) ,, 

jl — ' = m. [3] 

Au lieu de résoudre cette équation, et de discuter les conditions que doit 
remplir m, pour que x soit réel, on peut remarquer que le maiimum de l'ex- 
pression [3] a lieu en même temps que celui du produit xifi — x), qui n'en 

diffère que parlé facteur constant^. Or les deux facteurs x et {h—x) ont une 

somme constante h : donc, s'il est possible de les rendre égaux, on obtiendra 
ainsi le maximum cherché. Or, pour rendre ces facteurs égaux, il faut poser 

«= -, et par suite, y = s* Ces valeurs sont acceptables. Donc, pour inscrire 

dans le triangle un rectangle maximunij il faut mener la parallèle à la hase 
par le milieu de la hauteur. D'ailleurs la surface de ce rectangle est : 

«y = -r* EUo est la moitié de celle du triangle. 

a06. Problème IV. Circonscrire à une sphère donnée, de rayon R, un c&ne 
dont le volume soit minimum. 

Pour circonscrire un cône quelconque à une sphère, on considère un grand 
cercle; on trace un de ses diamètres, puis la tangente à l'une des extrémités 
de ce diamètre , et une tangente quelconque que l'on prolonge jusqu'à la pre- 
mière d'une part, et jusqu'au diamètre, de«J'autre. Puis on fait tourner autour 
du diamètre la demi ^circonférence et le triangle formé par ces trois droites; 
ce triangle engendre le cône. 

Or on voit aisément que, lorsque la seconde tangente est à peu près paral- 
lèle à l'axe, le volume du cône, dont la hauteur est très-grande^ est lui-même 
extrêmement grand ; qu'à mesure que la tangente s'incline, le volume diminue 
jusqu'à une certaine limite; et qu'il croît ensuite indéfiniment, lorsque la tan- 
gente mobile tend à devenir parallèle à la tangente fixe, parce qu'alors la base 
Qtoli indéfiniment. Le volume a donc un minimum. 
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Pour le déterminer^ désignons par ss la hauteur du cône, et par y le rayon 
de Al base; et cherchons à rendre son volume égal à une quantité donnée m, 
eB posant : 

5«y^=m. [1] 

La géométrie fournit aisément, entre les yariables âp et y, la relation : 

y * »_ 1^'« r^n 

qui permet d'éliminer y de réqîiation [1]. On a ainsi : 

On pourrait résoudre cette équation, et discuter les conditions de possibilité 
du problème : on en déduirait le minimum de m. Mais il est plus simple de 

remarquer que, le facteur -icR* étant constant, on peut le supprimer, et que 

le minimum de l'expression [3] a heu en même temps que celui de l'expression 

^-^, Or le minimum de cette dernière correspond au maximum de Texpres- 

, «- 2R 
sion renversée 5 — ; 

D'ailleurs, on a identiquement : 

g— 2R _ 1 /._2R\ i. ?R /'i.HRX 
«» ""ï \ «y "~2R* » • V «/' 

1 îR / 2R\ 
et l'on voit, qu'abstraction faite du facteur constant-^, le produit — (1 1 

2K 05 \ X / 

se compose de' deux facteurs dont la somme est constante et égale à 1. Il sera 

donc maximum quand les deux facteurs seront égaux à-, c'est-à-dire quand 

on aura a;-=4R. Celte valeur de «est acceptable : car x peut varier depuis 2R 
jusqu'à rinfini. 

Ainsi le cône minimum j circonscrit à une sphère, a une hauteur double du 
diamètre de la sphère. Son volumej déduit de Texpression [3] , est égal k 

a 

|wR»; U est double de celui de la sphère. Sa base wy', tirée de Téquation [2], 
est égale à 27cR'; elle est double de Vaire d'un grand cercle. Enfin, sa suf" 
face totale ity v^i^~+y^+ny^ est égale à8icR'; elle est double de la surface 
de la sphère, 

507. PROBLÊBfE V. Trowoer entre quelles limites peut varier 1$ 
trinôme ax* + bx + c. 
Cherchons d'abord à rendre ce trinôme égal à m, en posant : 



aci?+bx-^c=:m. [1] 



Digitized 



by Google 



238 UVRE m. 

EarésohraBt cette écpkaMom^ dh trowe^ 



— h± )/b^ — kac + ^ain r«^ 

^= ^ —• t*^ 

Pour qpe le problème soit possible, il faut qjGie l'oa ait j 

5«— 4ac+^aw>0, ou kam>kac—b^. [3] 

Mais, pour tirer de cette inégalité la limite que m ne doit pas 
dépasser, il faut distinguer deux cas» 

1<> Si di est positifs on peut diviser les deux membres par 4/i 
(MO) ; et il vient : 

Ainsi, dans ce cas, le trinôme peut recevoir toute valeur plus 

grandeque — -^^ ; Upeut même, atteindre. cette limite qj^i. est sa 

vaiear minimum^ 

2<' Si a est négatifs en divisant l'inégalité [3] par 4a, on cfiange 
son sens (210) ; et il vient : 

Ainsi, dans ce cas, fc trinôme peut recevoir toute valeur infé- 
fi&wre à — 7- — ; il peut même atteindre cette limite^ qui est sa va- 
leur maximum. 

Dans chaque cas, l'a valeur minimum ou maximum de m an- 

nule le radfcal : et la valeur correspondante de x est — -r-* 

On peut maintenant éladier facilement les vaidation& da tri- 
nome. Oisi a vu, en effet (!2S3)^ quele tidnome peuitûuîpujr&iire 
mis sous la forme : 

OC; lorsquea; passe, par degrés coiUinus„ de —00 à-H», le 
terme (a?+—j , toujours positif, part de 4-»', dlmiimev puis 

s'annule pour a? = — ^, puis croit jusqu'à +« • son minimum 
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est zéro. La quantité entre crochets, ne dtfféraïDtéii tarme con- 
sidéré ijne jsar wne gimiairé constante ^^^^?|^—, part aussi de 

-j-f»^ dbnimie, atteint son minimum ^^ ^ quandrc=— — ; 

ipuÂi^eiolt ifidéininenl amc fv. lit, iorBfu*<>]i la multiplîe pê^a 
fK>w foroMT le innone, le froduit Mbkdbes i»riatme fui SMt 
4«ai !• tatsat sens^ si «> 0, <et «n mûB omtrmre, li a<0. 
Chmc, ^ia mi^Mitif, le trinôme pmt 4» + <», éifmmt ju$çi$*à 

un certain minimum — ——,puis croi$jusqu*à -f- ». S» a est né- 
gatif^ U part de — », croît jusqu'à un certain maitimum — r ^^ 

9D0. PaoBLÂwp VL -^ Jrptfoer entre quelles Umites peut mrier 

la fraction 

acù*-^bx +c 

CberdliGtts A'Amé k reodre cMe expreitto& égale à ^« et 
poflots en ^Mséquesce : 

On en déduit : 



— (6— 6'm) ± \/(b-^b*my-^k(a—a'm) (c—c'm) 
2(j^ — a m) 

QM, m OfàamMQt y«r i^port i m sou» le radical : {21 

—çb—b'm)±^{b'^'-ka'c'')m'^-'^^bb'^ 
^«— %(a^a'm) ' 

Ponr qtic Je problème soit possible, fl fatrt choisir la i^leur 
attribuée à m, de manière que la quantité placée sous le radical 
ne soit pas négative, c^cst-â-fire que Ton ait : 

(t'»w.4a'pOi»— ^W'--aa^'— afia')w+(è«— 4ac)5fc0 [3] 
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Distinguons trois cas. 

lo (ft'»_4a'c') est positif. Dans cecas, si les racines du trinonae, 
qui forme le premier membre de l'inégalité [3], sont réelles et 
inégales, le trinôme sera positif (266), c'est-à-dire de même 
sigiîe que son premier terme, pour toutes les valeurs de m plus 
petites que la plus petite ou plus grandes que la plus grande : il 
sera négatif pour toutes les valeurs de m comprises entre ces 
racines. On ne pourra donc donner à m que deux séries de va- 
leurs, Tune comprenant tous les nombres depuis — oo jusqu'à 
la plus petite racine qui sera un maximum^ l'autre comprenant 
tous les nombres depuis la plus grande racine qui sera un mi" 
nimum jusqu'à + od. 

Si, au contraire, les racines du trinôme sont réelles et égales, 
ou imaginaires, le trinôme conserve (267, 268), pour toute va- 
leur de m, le signe de son premier terme : il est donc toujours 
positif, et m peut recevoir toutes les valeurs sans exception. II 
n'y a, dans ce cas, ni maximum ni minimum. 

20 (6'«— 4a'c') est négatif. Dans ce cas, les racines du trinôme 
ne sont jamais imaginaires : car, si elles pouvaient l'être, le tri- 
nome serait négatif pour toute valeur attribuée à m. Par suite 
les valeurs correspondantes de m et de x ne seraient jamais 
réelles à la fois. Or cette conclusion est inadmissible ; car, d'a- 
près la forme de l'équation [1], toute valeur réelle, attribuée kx, 
fournit pour m une valeur réelle correspondante. Les racines sont 
donc réelles. Mais elles ne peuvent pas être égales ; car, si elles 
l'étaient, le trinôme serait négatif pour toute valeur de m, à 
l'exception d'une seule (267), qui l'annulerait : les valeurs 
correspondantes de m et de a? ne seraient donc à la fois réelles 
que dans un seul cas ; conclusion également inadmissible, d'a- 
près la forme de l'équation [1], toutes les fois que, comme on 
le suppose ici, la fraction [1] n'est pas indépendante de x. Les 
racines du trinôme sont donc réelles et inégales. Le trinôme 
est donc positif, c'est-à-dire de signe contraire à son premier 
terme, pour toute valeur de m comprise entre les racines : il 
est négatif pour toute autre valeur. On ne peut donc attribuer 
à m, que des valeurs comprises entre la plus petite racine qui 
est un minimum^ et la plus grande qui est un maximum. 

30 ^ijft^i^aid) est nul. Dans ce cas, la quantité placée sous le 
radical est du premier degré en m : on résout alors Tinégalité [3] 
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comme il a été dit (S 10). On sait qu'il y a un maximum ou un 
minimum, selon que le coefficient de m est négatif ou positif. 

Ainsi, pour que l'expression [l] ait un maximum et un mini'' 
mum^ il faut et il suffit que les racines du trinôme^ qui forme le 
premier membre de Vinégalitè [3], soient réelles et inégales: ces ra- 
cines sont elles-mêmes le maximum et le minimum, et les valeurs 
correspondantes de x sont fournies par la formule, 

_^ ^{h—Vm) 
*^ 2(a— a'm)' 

dans laquelle on remplace m par ces racines. 

nsi^ j 1}X 1 1 a 

309. Varutions de l'expression . , ; .. T , « Si Ton veut 

ax^-f-ox-Ycf 

déterminer les variations que subit une fraction du second de- 
gré, quand x croît de — oo à + <»i on commence par calculer, 
d'après la méthode précédente, le maximum et le minimum 
dont elle est susceptible, et les valeurs correspondantes de x. 
Puis on égale successivement à zéro le numérateur et le déno- 
minateur de l'expression, pour trouver les valeurs de x qui la 
rendent nulle ou inGnie. Enfin on détermine les valeurs parti- 
culières de la fraction, correspondantes à a?=±: oo, et àa?=:0. 
On fait un tableau des valeurs de la variable ainsi obtenues, en 
les rangeant par ordre de grandeur, et Ton place en regard les 
valeurs correspondantes de la fonction. Il est facile d'en déduire 
les variations que Ton cherche. Prenons un exemple. 



Soit la fraction : 



"a;2-.2a?— 8* 



CSomme (b''~4aV) est positif^ on tombe dans le premier^; en égalant la 
fraction à m^ on trouve que les racines du trinôme sont : 

m=— ^— , m- g—, 

tri est un maximum, m'' est un minimum. Les valeurs correspondantes de x 
sont : 

»'=10-6v^2, «"=10 + 6 v'î. 

Les valeurs de %^ qui annulent la fraction, sont les racines de Téquation : 

«2-3a;+2=0; 
elles sont 1 et 2. Les valeurs, qui la rendent infinie, sont les racines de Téqi a- 

tion : ^ 

iB»-72a?-8=0; 

Alg. B. 1'« Partus. 10 
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eUes sont -2 et 4. EnEa, poiârflî==too, la fraction pr^d la Tàtei» 1; «t 

pottra>=0, cdie est égale à — j. 
Ainsi la fraction proposée peut slScrire : 

m 

0« ton» *»<i î* taNe*" suçant : 

»=-«, -2, 0, 1, 10-6 v'S, 2, 4, IO+Sn/S, +«; 
~ 1 3— 2^/2 „ 3 + 2\/2 , 

Quand « croît de -« à -2, », qui est positif, puisque ses ^atre facteurs 
sont négatifs, croît depuis + 1 iu»,tfi +- EU.dlaa^al« db «g» «« e 
facteur («+2) devient positif; elle passe brusquement de +» à-co . pms, 
, canti«m»t à croUre *p«i* -t im^^ ^ ^^ * »'■ ^ * ' ^^'' 
lO-eVÏ, l'expressio. croK depuis-» i«aqi'i -|. d»-jà. 0, et de 
jusqu'au maximum ^=|^. A partir de là, quand » augmente jusqn'à 2, et 

depuis 2 iusqu-à 4, elle diminue du -maiimum à û, et de tt à -« : puis eUe 
JaLebruSmentde _« à +»; car ses quatre facteurs sont alors pos.ffs; 

elle diminua ensuite j^qa'au «i«.>««n.'-±|^'P««4*«°''t^ 

et, quand enfi.« coït de 10+ 6V*Ju«r»*». + •'•»•»•««»«»"' *!«*» >•"* 
Bimuœ juaq-u'à. + 1. 

5t0. Problème VIL Deux variables x et y êtmt tUes ensembk 

par U1W équation du second degré: 

a'^^ + bxy+cx^+dy-\-ex-\-f=Q, U] 

trouver les vakurs extrêmes que puisse prendre rutus d^eUes,xpar 

exemple. 
Si l'on résout l'équalion par rapport à tf, on aura •. 

-hx—d±\/ i'b*-'^ac)x''-]-i{bd — ^ae)x + d'—kaf , p, 

y = ' ^ ïâ ' 

ou , en posant : 

5>_4ac=m, 6d— 2a6=n, d*—tiaf=p, 

— bx — d±: y/rn x' + anx + p r,n 

»= 25 ' '^ 

Pour que y soit réel, il faut que x soit choisi de manière que 
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«t Ton a vu (S70) comment on pent, dans tes difTérents cas, 
déduire de l'inégalité [4] les limites entre lesquelles la valeur 
de X doit être ou ne pas être comprise. 

511. Règle généiule. Les exemples, que nous venons de 
résoudre^ sqfQsent pour montrer comment on procède, en al- 
gèbre élémentaire, à la rccherctie des maximums et des mini- 
mums de certaines fonctions du second degré, qui ne dépeiK 
deut que d'une seule variable indépendante. On étudie (f abords 
autant que possible^ la marche de la fonction ^ pour reconnaître 
V existence du maximum ou du minimum. On choisit ensuite cer- 
taines variables fournies par la question j et Von exprime la fonction 
uu moyen de ces variables. Puis on égale l'expression à m, et l'on 
écrit les équations^ que fournit Cénoncé, enire les diverses variables:. 
Ces équations permettent de déterminer la variable indépmdanle en 
fonction de m; et la discussion des conditions de possibilité eu pro^ 
blême fait connaître les limites qu% fournissent, s'il y a lieu, le 
maximum et le minimum de Pea^ression. 

515^. Remarque. Cette méthode est, il faut Tayouer, fort res- 
treinte; car elle ne s'applique qu'aux fonctions du second degré. 
D'un autre côté, elle ne semble pas naturelle; car, au lieu de 
conduire à la découverte du maximum et du minimum (Fune 
fonction par des raisonnements basés sur la déGnilion générale 
(300), elle donne^ ea quelque sorte, accidentellement tes résul- 
tats,, puisqu'elle les déduit des eonditions de possibilité d'un 
problèJ3Q€, qui n'est pas le proMèosie proposé. 

Dès lors, il n'est peut-être pas saws intérêt de montrer, que les 
résultats qu'elle fournit satisfont à la définition générale. Repre- 
nons, dans ce but, le problème VI (508); et considérons, pour 
fixer les idées, le cas où (6'* — kac') est positif. On sait qu'alors, 
si les racines du trinôme du second degré en m sont réelles et 
inégales, la fraction nfi peut recevoir aucune valeur comprise 
entre eUéë : la plus petite m' est un maximum , et la plus grande 
m'' est un minimum de la fraction. Désignons d'ailteurs par x' et 
par a/' les valeurs correspondantes de x. 

Ce qui caractérise (500) le maximum M d'une fonction, c'est 
que, si Ton appelle a la valeur de x qui correspond à ce maxi- 
mum, la substitution de (a — h) et de (a+Zi) à x fournil des va- 
lean de la fonction inférieures à M, pourvu que h soit suffisam- 
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ment petit. De plus, ces valeurs diffèrent de M, à cause de la 
continuité^ de quantités aussi petites que l'on veut. Or x' et m' 
remplissent ces conditions. En effet , quand x varie par degrés 
insensibles, la fraction m varie aussi d'une manière continue. 
De plus, pour x=-x'y m prend la valeur m'. Enfin, quand on 
pose : x=:x^ — ^, et a? = a?' -f-Zi, h étant suffisamment petit, les 
valeurs de m ne peuvent être qu'inférieures à m'\ car elles doi- 
vent en différer très-peu, et elles ne pourraient lui être supé- 
rieures sans être au moins égales à m"^ puisque m ne peut re- 
cevoir aucune valeur comprise entre m' et m". 

On montrerait, par des raisonnements analogues, que of et 
m'^ satisfont aux conditions imposées par la définition au mini- 
mum d'une fonction; et que, dans les autres cas où la fraction 
du second degré est susceptible d'un maximum et d'un mini- 
mum, la méthode élémentaire fournit des résultats qui véri- 
fient aussi la définition générale. 



% II. Maximum ou minimum de quelques fonctions d'un degré supérieur 
au second. 



515. Problème VIIL Partager un nombre donné a en n parties 
dont le produit soit le plus grand possible. 

Chacune des parties étant moindre que a, leur produit ne 
peut pas atteindre a*" : il est donc susceptible d'un maximum. 
Décomposons le nombre a en n parties positives quelconques, 
0?, y, z, ♦• , « w, ^ de telle sorte que l'on ait : 

0? + 1/4- ;?-{-.... -{-w + «=qf, [1] 

Leur produit est : xyz ....ut. [2] 

Or, supposons que deux facteurs x et y ne soient pas égaux, et 
remplaçons-les, l'un et l'autre, dans le produit, par leur demi- 
somme ^T" , nous aurons le nouveau produit : 

£±i £±^r ut 

Gomme la somme des deux premieris facteurs n'a pas été allé- 
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rée, ce produit satisfait encore à la c3ndillon [1]. Mais, comme 
ces facteurs sont devenus égaux, on a (301) : 



«y<^.^4^, 



et, par suite, . 



Le produit [2] n'est donc pas maximum. Ainsi, un produit de 
facteurs positifs variables dont la somme est constante, ne peut 
pas être maximum, quand ces facteurs ne sont pas égaux. 
Gomme le maximum existe, on doit en conclure que le produit 

est maximum, quand totis les facteurs sont égaux à - . 

514. Remarqxjes. Nous supposons, dans le raisonnement pré- 
cédent, que tous les facteurs soient positifs. S'il n'en était pas 
ainsi, le produit n'aurait pas de maximum; car la somme des 
facteurs restant la même, leur valeur absolue pourrait augmen- 
ter indéfiniment; et, si le nombre des facteurs négatifs était 
pair, le produit serait positif et aussi grand qu'on le voudrait. 

Notre raisonnement suppose, en outre, qu'il est possible de 
rendre égaux tous les facteurs.. On doit toujours vérifier celte 
condition, lorsqu'on veut appliquer le théorème. 

518. Problème IX. Partager un nombre a en deux parties x, 
y, telles que le produit \^p soit maximum, p et q étant, des nom- 
bres entiers donnés. 

Le maximum cherché correspond aux mêmes valeurs de x et 
de y, que celui du produit 

fyy. 

car cette expression n'est autre que le quotient de la division 
de la première par un nombre constant pV- Or ce nouveau 
produit peut être considéré comme composé de (p + ^) fac- 
teurs, 

XXX X y y y ^y 

P P P P Q Q q q 
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dont la somme, 

^ i y I 

Pp+^y ou x + y, 

est constante et égale à a. Si donc il est possible de rendre tous 
ces* facteurs égaux, cette condition fournira (515) le >maximum 
du produit. Or il sufflt, pour cela, de poser: 

P q' 

si cette condition est admissible, «Ue conduit & ce théorème: 
Pour partager un nombre a en deux parties x et y teiles que x^;^ 
soit maximum^ il faut partager a en parties proportionneUes aux 
exposants p e{ q. 

On prouverait de même que, pour partager a en n parties 
j?, !/, z, . . . . îi, t, telles que le produit x'yh'f. . . . uH^ soit maxi- 
umm, il faut satisfaire aux co»dilions, 

» V_2f U t 

a ^ Y cp (]/ 

5I6« Problème X. Décompoier tm nombre p en u facteurs posi- 
tifs, dont la somme soit la plus petite possible. 

Je dis que la somme sera minimum, quand tous les nombres 
seront égaux à v'p; car on vient de démontrer (515) qne, si la 
somme de n nombres e0t éga\^kn\/p^ leur produit ne peut sur- 
passer (v?p)* ou p, c'est-à-dire la puissance n"^ de la »"^ partie 
de la somme. Donc, si cette somme est moindre que ny/p, le 
produit ne pourra pas atteindre p. Par conséquent, pour que le 
produit puisse être égal hp, il faut que la somme soit au moins 
égale à n \/p- Donc n J^p est le minimum de la somme ; et, dam 
ce cas, toutes les parties sont égales à \/p 

517. Problème XI. On donne le produit xPy*ï = P. Trouver le 
minimum de la somme x-{-y. 

Je dis que ce minimum corre^ondra au cas où-=|. 

En effet, désignons par « et p deux nombres satisfeisant ao 
deux conditions : 

"^ P q 
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On vient de démontrer (5i5) que, parmi tons les nombres x 
et y qui ont pour somme («+P), les nombres « et p sont ceux 
qui donnent au produit x^y^ sa plus grande valeur. Si donc 
deux nombres x eiy ont une somme moindre que (a4~P)« 1^ 
^ûdiût.^V ^^'^f à fortiori^ moindre que a'p% c'est-àndire que 
P. Par ivHe, pour 4|ue le produit afy* soit égal à P, il faut que 
{x + y) soit au moins égal à (« + P)j qui est , par conséquent , sa 
valeur minimum. 

^18. Remarque. Les trois problèmes {305), (516), (517), 
sont, en quelque sorte, réciproques de eeux que nous avons ré- 
solus n°* 501, 513, 51S. Celle réciprocité, entre certains ^o- 
blèaies de maximum et de minimum, peut être formulée, 
comme il suit, d'une manière générale. 

Si um quâmiUé ¥ élant dovinde, une ûutâiê qaaiUUi X ut num- 
mum dans certaines circonstances; X étant donnée à son tour^ Y 
sera minimum dans les mêmes circonstances^ pourvu que le maxi- 
mum de X diminue, quand la valeur donnée de Y diminue elle- 
même. 

En effet, soient B la valeur donnée de Y, et A la plus grande 
Taleur de X qui puisse se concilier avec B. SI Von donne à Y 
«ne yaleur h moindre que B, ta valeur maximum correspondante 
de X sera^ par hypothèse, moindre que A. Donc, pour que la 
^eur de X puisse «être égale à A , il fatrt que celle de Y soît au 
moins égale à B. Par suite, B est te moindre valeur de T qui 
puisse correspondre à la valeur X = A, c'est-à-dire la valeur 
XQÎdiimujEn de Y correspondant à la valeur A de X. 

Exemple. On démontre, engéométrb, que la circonférence de cercle est la 
courl>e qui, sous une longueur donnée, renferme la plus grande surface. Il en 
fé5B])te«pi^Uees(tUso«rfaB i^ iwrec «se alra éoÊOtée, a te phis petit péri- 
mètre. 

•9«L9. Problème XII. Inscrire, dmts une sphère de rayon donné R, un cy- 
lindre dont le volume soit maximum. 

Lorsque le rayon de base du cylindre est .tr.ès-petii, le volume A. uoe Uè9^ 
petite yaleur. Cette valeur augmente à mesure que le rayon croît. Mais cet ac- 
croissement a une limite ; car^ lorsque le va^n devient à peu près égal à B ,. 
la' hauteur devient très-petite, «tpar suite le volume est presque nul. 

Jiésignoiis jpar « le xa^^ton de base,, et par 2y la hauteur d'jma des cyiindra 
inscrits ; son volume V aura pour expression 2 nx^y. D'a'lleursla géométrie donne> 
«Qjbre 4P «t^ la r^olatkm : 

a;»+y2=R^ [1 
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On en conclut, en éliminant «, 

Or le maximum de cette expression correspond à la même valeur de y y que celai 
de y(R''^v')* Mais ce produit n*estpas du second degré; et il n*est pas possible 
d'appliquer la méthode ordinaire [3 1 1 ) à la recherche de son maximum. On ne peut 
pas non plus décomposer l'expression en facteurs, et récrire : y(R + y) (R—v)) 
ou en la doublant, y(H + 1/) (2R ->2t/) ; car, bien que les trois facteurs aient alors 
une somme constante et égale à 3 R , il n*est pas possible de les rendre égaux 
entre eux. Mais, si l'on élève le produit au carré, ce qui donne y'(R' — y*y, on 
cemarque que l'on peut considérer y^ comme la variable, et que la somme des 
deux facteurs y* et (R*— y') est constante et égale à R^ Par suite, en vertu du 
théorème (315), si Ton peut choisir pour y une valeur satisfaisant à la pro- 
portion : 

cette valeur correspondra au maximum cherchi. Or de relation [3] on tire : 

2R* 
et, par suite, «* = — . 

Ces valeurs de « et de y sont admissibles; car, elles sont réelles et inférieures 

4nR' 
au rayon R. Le volume maximum du cylmdre a donc pour valeur : V = — r* 

520. Il a quelquefois avantage à ramener la recherche du 
minimum d'une fonction à la recherche du maximum de la 
fonction inverse. 

Problème XIH. Circonscrire à une sphère ^ de rayon R, un cône dont la base 
repose sur un plan diamétral^ et dont le volume soit minimum. 

Désignons par x et par y le rayon de base et la hauteur d'un des cônes cir- 
conscrits. Son volume V est égal k^nx^y, D^ailleurs la géométrie donne aisé- 
ment la relation : 



1 



-=^g w 



L*expressios du volume est donc : 



^=l«^'y-î:fe- I" 



Comme le facteur ^ icR' est constant, il suffit de déterminer le minimum de 1» 

fraction J^ ,,, . Or ce minimum correspond évidemment au maximum de la 
y2— R» *' 
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fraction renversée 2--; — ou au maximum de son carré 12— -—i. Et, comùie 
on a identiquement : 

yB -y»V v^ y vA yV""R'y'\ vV' 

on voit que, abstraction faite du facteur constant ^ , la somme des deux fac- 

T>ï / R'\ 

teurs — et M — — j est constante ; si donc on peut choisir pour y la valeur 
fournie par la relation (315) : 



?=K-?)' 



cette valeur correspondra au maximum de 2 — ^^ c'est-à-dire au minimum 

v> ^ 

de ,^ny Or on tire de l'équation [3], i/*=3R' : et, par suite l'équation [1] 

3R* 
donne : x* = — . Ces valeurs de x et de y, étant plus grandes que R, sont 

admissibles; et, par conséquent, le volume minimum du cône circonscrit a 
pour valeur : 

TcWâ 

2 • • 

521. Extension de la méthode fournie par le théorème 
(515). Pour rendre maximum un produit de facteurs variables, 
on cherche à rendre constante la somme de ces facteurs, puis 
à les égaler entre eux. On peut, si cela est nécessaire, multiplier 
d'abord ces facteurs par certains nombres constants, convena- 
blement choisis; car cette multiplication n'altère pas les condi- 
tions du maximum. Mais il n'est pas toujours facile de décou- 
vrir, a priori y les nombres que l'on doit employer. On désigne 
alors ces nombres par des lettres ; et, les considérant comme 
des inconnues, on cherche à les déterminer, de manière à satis- 
faire aux deux conditions du maximum (515). 

522. Problème XIV. On donne^ dans un trapèze isocèle, la pe^ 
tite base à y et la longueur commune c des deux côtés non parallèles. 
On demande le maximum de Faire du trapèze. 

Désignons par x la demi-dififérence des deux bases d u trapèze; 
la grande base sera (a + 2x) ; la hauteur sera y^c' — a?'; par suite, 
Taire du trapèze aura pour expression : 



S = (a-fir)v^c»— a?»; 
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et le maximum de cette aire aura lieu pour la même valeur de z 
que le maximum du carré, 

S*=c(a + ar)*(c*-a?*), 

expression que Ton peut écrire : 

S* = (a + a?)(a + a;)(c + ar){c — a;). [1] 

II serait facile de rendre constante la somme des quatre facteurs; 
il suffirait de multiplier le dernier par 3 : mais on ne pourrait 
pas rendre ensuite ces facteurs égaux, l^ultipltons donc tous les 
facteurs distincts^ à rexception d'un, par des nombres indéter* 
minés «, P; et écrivons : 

apS'= {a + x){a + x){oiC + ax){pc — ^). 

Nous pourrons exiger d'abord, que la somme des facteurs soit 
constante, en égalant à zéro le coefficient de x; ce q«i don- 
nem: 

2-{-,_p=0. [2] 

Puis nous pourrons égaler les divers facteurs; ce qui donnera: 

a+a?=ac + aar, [3] 

.a+a:=pc— pa?. £4] 

Qes trois é(|iHitions {:2] , [3], [4], suffiront pour déterann^ies 
coefficients « et f, et la valeur cbercbée de x. Mats il n*est pas 
Béoessaire de connaître a et p; il suffit de les éliminer, à Taide 
des trois équations, pour obtenir x. On aainsi, d'après les^équa- 
. tîODS t3] «l [4] : 

a + x g ^-fa? . 

" c + «* '^ c — »' 

et, subsfituant ces valeurs dans l'équation [2] , tm a : 

ou^vnBhspli&ant: 

2a?* 4" o^ — <^= 0- {^î 

La racine positive, qui seule convient-ici, est: 



« + £±£_£±£=o, 

' c +x C — X ' 



a?= jj . T5j 

C'est la valeur de x, qui correspond au maximum. 
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On peut remarquer que l'équation [5], mise sous la forme 

prouve que le côté c est moyenne proportionnelle entre x et la 
grande base; et que^ par conséquent, la grande base estThypo- 
ténuse d'un triangle rectangle, qui aurait pour côtés de l'afiglc 
droit le côté c et la diagonale du trapèze. 

Si Ton a : c = A, on en conclut : rr = - ; et la grande base est égale 

à 2a. Le trapèze maximum devient un demi- hexagone régulier. 

5iE5, II faut remarquer que, si l'expression renferme n fac- 
teurs distincts, on emploie (n — 1) indéterminées, qui, avec a?, 
forment n inconnues. Or, en exigeant que la somme des fac- 
teurs soit constante, on obtient une première équation : et en 
égalant les n facteurs, on forme (n — 1} équations. La méthode 
fournit donc autant d'équations que d'inconnues : elle est géné- 
Ale. 

$ in. Maximum ou minimum de quelques fonctions de plusieurs 
variables. 

SMtÂ. ProblâiieXY. Tr(mver en^e quelies limiies peut variei^ h 
polymnne: 

At/«+Bary + Ga;» + Dy-{-Ea? + P, (1] 

lorsque les variables xety prennent toutes les valeurs possibles. 

Cherchons à renëre ce polynôme égal à «ne Quantité donnée 
m, en posant : 

Ay* + RF2/ + Caî*+Dy+Ea?+f = w. 
Si Ton considère y comme inconnue, on tire de cette équation i 



_ — (Bg; + D)±v^(B»— UC)dc'4-2(BD— 2AE)a;H-(D'— 4AF)H-4Am -, 
^"" 2A . • ^^^ * 

Or^ pour qu'une valeur, assignée à m, soit compatible avec des 
valeurs réelles de x et de y, il faut que, pour cette valeur de m, 
on puisse avoir, en choisissant x convenablement : 
,(B«— 4AC)ir«+2(BD — 2AE)a?+D»— 4AF+4Àm>0, [3] 

Bistinguens trots cas : 

jo (B»— 4 AC) est poeilif. Dans ce cas, quel que soit m, Tiné* 
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galité [3] est toujours possible; car on peut toujours choisir 
pour X une infinité de vakuîs telles, que le trinôme, qui forme 
le premier membre de rinégalilé, prenne le signe de son pre- 
mier terme (2C9). 

20 (B^— 4AC) est néffatif. Dans ce cas, Tinégalité [3] est pos- 
sible, si les racines du trmome sont réelles; car en donnant kx 
des valeurs comprises entre ces racines, on rendra le trinôme 
de signe contraire à son premier terme. Mais elle n*est possible 
qu'à cette condition : car, si les racines étaient imaginaires, le 
trinôme conserverait, pour toute valeur attribuée à a?, le signe 
de SQn premier terme ; il serait constamment négatif (268). 
Ainsi on doit, dans ce cas, choisir m de telle manière que les 
racines du trinôme soient réelles. Or, cette condition est expri- 
mée (246) par l'inégalité 

(BD — 2AE)*— (B«— 4AC)(D»— 4AP+4Am)>0. [4] 

Comme cette inégalité est du premier degré en m, on en dé- 
duira (2iO) la limite de cette quantité : il y aura, par suite, un 
maximum ou un minimum , si cette limite est admissible. 

Or, cette valeur limite de m annule le premier membre de 
l'inégalité [4] ; elle rend donc égales les racines du trinôme [3]. 
Ce trinôme peut, en conséquence, s'écrire: (B*— 4AG)(a?— a;')», 
en désighant par a?' là valeur de la racine double. Il en résulte 
que la valeur [2] de y devient, dans cette hypothèse. 



.— (Ba?4-D)±f3^— a?Ov/B«— 4AG , 
' 2A ' 



et,; comme (B^— 4AC) est négatif, y n'est réel que pour xz=af. 
Il faut donc donner à x cette valeur; ce qui exige que y reçoive 
la valeur correspondante 

Ba;'+D 

^ = — 2r- 

Ces valeurs de â? et de y sont admissibles : ce sont donc celles 
qui fournissent le maximum ou le minimum de m. 

30 (B*— 4AC) = 0. Dans ce cas, Pinégahté [3] est du premier 
degré en x : quelle que soit la valeur attribuée à m, il est tou- 
jours possible de vérifier cette inégalité, en choisissant x conve- 
nablement. Il n'y a, par suite, ni maximum ni minimum. 
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Sî, cependant, (BD~2AE) était nul en même temps que 
(B*— 4AC), l'inégalité [3] se réduirait à 

D*-4AF+4Am>0; 

et Ton en déduirait une limite de m, savoir : 

^4AF-D« ^4AF--.D* 

m>— ^^-, ou m<— ^^--, ^ 

selon que A serait positif ou négatif. Le polynôme aurait donc 
un minimum dans le premier cas, un maximum dans le Second. 

On étendrait aisément cette théorie au cas de plus de deux 
variables indépendantes. 

Appliquons-la à l'exemple suivant. 

325. Problême XVI. Trouver le minimum de Vexpression x* + y*4-zS sa- 
chant que X, y, z, sont liés par la relation, 

aa; + 5y + cjr=d. [1] 

Posons: . af*J-y»4-jï2=m. 

Nous pouvons éliminer une des variables^ %, par exemple. Car on tire de Té- 

qualion [1], 

d— arr— &i/ 
J«= : -, 



et par suite, «* + V + ( j -j =w, 

ou (a»+(?)fl? + 2aba?y+(b» + c»)V'— 2(Kto— 2Wy + <P— c'm=0. [2] 

En résolvant l'équation [2] par rapport à y, on trouve, après quelques réductions : 



d(d— fluc)d=cv/— (g^ H- <>=^ -h <^^g^ 4- 2 qda;—d^-f(b^ H- c^)m ^^ 

y= ^rç^2 • 13/ 

Comme le coefficient de a?', dan; le trinôme placé sous le radical, est négatif, 
il faut choisir la valeur de m, de telle sorte que les racines de ce trinôme soient 
réelles ; ce qui exige que Ton ait ; 

aMî + (a2 + 5» + c»)(— d»+{b» + c>}w)>0, 

ou —(b^ + à^) d'+ (o2 + b*+c») (t'+C; n > 0, 

ou, en divisant par (6*+ c*), et transposant : 

(P 

Si donc on peut donner à m la valeur 

_ d» 
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ce sera le nrinimum cherché. Or^ pour cette valeur de m, le trinôme» placé 
sous le radical, devient : 

:Par suite , la valeur [3] de y s'écrit : 

y= ^~ — p+F 

EUe n*est réelle que si Ton pose : 

ad 



x = 



a^-h6^-hc»' 



bd 
et elle devient alors î/^^TTTrrTâ 

Par suite : 



a^ + feî + c» 



Ces valeurs sont admissibles ; et, par conséquent^ ce sont celles qui rendent mi- 
nimum Texpression «^ + v^ + ^^• 

EXERCICES. 

I. Parmi tous les carrés que l'on, peut inscrire dans un carré donné^ de nut- 
Tiière que chaque côté contienne un sommet, quel est le plus petit ? 

On trouve le carré qui a pour sommets les milieux des côtés du carré donné. 

II. Inscrire dans un cereie, de rayon R^ le triangle maximum. 

On voit aisément que l'on n'a à comparer entre eux que l^s triangles isocèles; 
et, en appliquant le théorème (SIS), on trouve, oonime. maximum, le triangie 
équilatéral. 

III. On suppose qu'un triangle isocèle, inscrit dans un cercle, de rayon R, 
tourne autour de sa base : on demande le maximum du volume décrit. 

On trouve, en appliquant le théorème (315), que la hauteur du triangle tour- 

nant doit être égale à -s-. Le volume maximum est — -^ . 

IV. Parmi tous les cônes droits de môme volume s ira»^ quel est celui dont la 
surface latérale est minimum? 

On applique le théorème (313)j et Ton trouve pour la hauteur, y=a^2, et 

pour le rayon de base, x*=-^, 

V. Parmi tous les cônes droits de môme surface latérales a*, quel est celui 
dont le volume est maximum? 

On applique le théorème (315); et l'o» trouve que le rayoa de base«= jn, 

^3 



«t que la hauteur y =a i/ -p. 
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VJ« Parmi les parallôlipipèdes rectangles de mâme surfoce, quel est celui qui 
•a le plus gtand volume; et parmi ceurde même yolume^. quel est celui dont la 
surface est minimum? 

Le cube (application des théorèmes 818 et 816). 

YII. Quelle est la zone ^hérique, à une base, qui contient le plus grand to- 
lume parmi celles qui ont même surface na^; et quelle est la zone de plus ^ 
tk&SOTfoee^ parmi celles qui contiennent le même yolams irei'? 

O» applique le théorème (SIS) ; et Ton trouve que la hauteur et le rayon de 

hase de la lone de volume maximum^^sont, Tuu et Tautre, égaux à — : le seg- 

uiAO^Biaaûmam est dona un hémisphère. 

On trouve aussi un hémisphère pour le minimum (819) « 

vnr. Parmi tous les cylindres de môme volume V, quel est celui qui est in- 
scrit dans la plus pedte sphère? 
En s*appuyaht sur les formules du n* 8i:0, et sur la remarque (318)^ on 

trouve que le rayon, de la sphère minimum est égal àK y . On en conclut, 

VT^ "" Vît 

pour Ifl rayon, de hase du cylmdre, r =. 1/ — r?,.et, pour la hauteur, h=: 1/ — . 

» IX. On donne une feuille de carton carrée ABGD dont le 

côté est a, aux quatre coins de laquelle on supprime les carrés 

[Çj égaux qui sont ombrés dans la figure cî-iointe. Déterminer le 

^n ■■ ^^^^ ^® ^®^ carrés, par la condition que la botte, qui aurait pour 

*™*" ^»0 jqjj^ Jf^Jf^pq gt pç^j foces latérales les rectangles restants qui ont 

tous même hauteur, ait un volume maximum. 

On trouve que le côté du carré ombré est -, et le volume maximum ----' 

X. On marque sur une droite des points équidistants , que l'on numérote 1 , 
"2 3,...n. Trouver, sur la droite, un point tel,, que la somme des carrés de ses 
distancés aux points donnés, multipliés par le numéro correspondant, soit un 




Pois résouite la q^SHâon, il tant savoir que la scimnL& des n premiers nom* 

bres est égale i 2^ > ^ somme de leurs carrés à "^*' ' ,. et la 

somme de leurs cubes à — ^ . Eh désignant par a' la distance de deux 

^côat&caasécutifs, et par x la distance du pc»nt cbi^rehé au. piemier point, on 
exorimaen x la somme indiquée, on s^[)plique la méthode (S. Il), et l'on 
trouve ap=-(n— l)a. 

XI. Même question, en supposant que les points soient numérotés 1, 3, 6, 

lu,... 2 

3 
La même méthode conduit. Il «=r^ti^l]a. 

4" 
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XII. Trouyer le maximum de Taire d'un triangle rectangle, sachant que la 
somme de Thypoténuse et de la hauteur correspondante est égale à a. 

On trouve Taire maximum égale à -^» L'hypoténuse est -^^ et la hauteur 
est 5. Les deux côtés de l'angle droit sont égaux à -—-. 

XIU. Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre 2p^ quel est celui 
dans lequel la somme des deux côtés de Tangle droit et de la hauteur abaissée 
sur Thypoténuse est maximum? 

On trouve, en appliquant la méthode générale^ que le triangle est isocèle, que 

son hypoténuse est égale à 2p(V2— 0» sa hauteur à p(V5—l), et chaque 
côté de Tangle droit à p (2— V2). 

XIV. Inscrire, dans un cercle, de rayon r, un trapèze dont les côtés non pa- 
rallèles soient égaux à a, et dont la surface soit maximum. « 

On trouve que le trapèze maximum est un rectangle, dont les bases sont 
égales à v^4r*— a*. 

XY. Inscrire, dans une sphère, de rayon R,'un cône dont la surface totale 
soit maximum. 
On applique la méthode (331); et Ton trouve que la hauteur du cône est 

XVI. On circonscrit à une sphère, de rayon R, un tronc de pyramide régu- 
lière, dont les bases sont des octogones réguliers. On demande le minimum du 
volume du tronc, lorsqu'on fait varier l'inclinaison a des faces latérales sur U 
grande base. 

On trouve, pour expression du volume, 



r_ 16(v^2-l)RY 4 .V 

'"" 3 \sin»a~ V 



dans le cas du minitnum, « = -5, V = 16(v^ — i)r*. 

XVII. Une petite surface blanche est posée horizontalement sur une table, et 
éclairée par une lampe, dont la distance à cette surface, estimée par sa pro- 
jection horizontale, est constante et égale à d. A quelle hauteur x doit se trou- 
ver la flamme, pour que la surface soit éclairée le plus possible? 

On sait que Tintensité de la lumière, que reçoit la surface , est proportion- 
nelle au sinus de Tinclinaison des rayons, et inversement proportionnelle au 
carré de la distance qui sépare le point lumineux de la surface. Si Ton désigne 
par « Tinclinaison, on trouve, pour le cas du maximum, en appliquant la mé- 
thode (315) : 

tanga=--; d'où «=-71. 

On construira la solution. 

XVIII. Trouver la valeur minimum de — ^|^, quand a yarie de 0* à 30*. 
En posant : tang a=«, et en remplaçant tan^ 3a par sa valeur en «,on trouver 
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en appliquant la méthode ordinaire (311)^ un maximum (17 — 12v^2), qui ne 
convient pas, car il correspond à a; = v^2 + 1 ; puis un minimum (17 + 12 •2) 
qui convient, et qui correspond à s = /2 ~ 1, c'est-à<dire à a = -. 

o 

XIX. Deux corps, de masses m et m', animés, dans le même sens, de vitesses 
1? et v\ viennent à se choquer. Trouver la vitesse commune x qu'ils prendront 
après le choc, sachant que la somme des produits obtenus en multipliant chaque 
masse par le carré du changement de vitesse est la moindre possible. 

La quantité à rendre minimum est un trinôme du second degré en » ; et, en 
appliquant la règle (809), on trouve : 

m© + mV 

X = ; r- . 

XX. Si Ton donne « 4- y = a, la règle (815), qui fournit le maximum de 
œ^y^f s'étend au cas où p et g sont fractionnaires. 

Gomme on peut toujours poser : p = ^ , g = ^ , il suffit de remarquer 
qu'alors ify» = ^ar'y^. 

XXI. Trouver le minimum de o^ + -- , p et ^ étant entiers ou fractionnaires, 
et X étant positif. 

En posant «^ = y, — — ^, on trouTe (aiï etXX),^=2; d'où«= i/^. 

XXII. On donne Téquation : 

Air» + A'y» + A'';f» + 2Byjx + iWxx + 2B''apy + 2C« + 2Cy + %(:"% + D = ; 

on demande de trouver les limites extrêmes des valeurs que peut prendre Tune 
des trois variables, x par exemple. 
On suivra une marche analogue à celle du n<* 810. 

XXIII. Trouver le minimum de a;' + y* + jif* + u^, sachant que l'on a : 

aap + &y + cjT + du = &. 

Marche analogue à celle du n« 385. 

(» + a) (a?— &) 
XXiY. Trouver le maximum de lexpression ^ '-^ .'. 

on trouve (30S) : x = j— -^, et ^ ji i= LJL-X. 

XXV. L'expression a + x -{■^"-^ — peut passer par tous les états de grandeur. 

XXVI. Trouver le minimum de A ^^. 

a — X ' o + op 

On trouve â; = ; et le minimum est 2. 

XXVII. Deux nombres positifs variables x, y, sont tels, que leur différence 

a;* 
est un nombre positif a. On demande si Texpression -; est susceptible d'un 

maximum ou d'un minimum, m et n étant des nombres positifs donnés. 
Alg. B. I^^ Partie. 17 
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Si l'oa a : « < v, m < n, on trouve (815) un maxjimttw, qwaod î=s — . 

« y n 

Si Ton a : « > y, m > n, on trouve nn minimum, quand ?= ^'. 

M«i9; si roQ.a : a; < «i. m. > n.;: ou^ok >« y , *9(' < fi> ià n'y a ni maumum ni 
nniuimum. 
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DKS PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES. 



t 

DfifiMiPlIOGUBUEAftlOIVa 

g> 1. 1]|»s i progresiUms^Iftr îdiff6reiiceLi 

526'; DÉFINITIONS. Une progcession arithmétique oti i^ar diffé- 
rence est une suitte de nombres tels que cKacun d'eux surpasse 
celui qui le précède ou en est surpassé d'une quantité constante, 
qu'on appelle biinaMonvde-ltFpnDgressîéD? 

Lorsque lès termes vont en augmentant», la progression est 
dite croyante; eltéesVdêcroissante quand ilèvonfc en diminuant. 

Pour indiquer que des nombres font partie d'une progression, 
oii'làs'écrîi Ifes uns èplb^snilfe^cfes afutfes; en iés séparant par un 
point*, et en lee^fàrsant précécftrdù signc^^; ainsi les suites 

■f 3,7..1L.15..19.23.27...., 
-J 48. 45.. 42 . 39 . 36 . 33 . 3 J,.. . .^, 

settft*id6UK pitogresaîoiia pur diffi&renoe, l'uue^croifesiifite^ l'autre 
détciXM«aaate:^left'rai9eii9tS0iilr.respe<Hi?e»e^ 4''etc3i 

Qn^ânppmmci laidistinetioQ-qau iiousii«nonsid1iDdii|aer entve' 
lâ»- pnogmasioœ . Groisfionte! cti.déoroissante^ gw convenant qw 
l(L^rm£(mlestH■hxlûaL^dluil Urrmamr^Ui termeipisêoédént.^ S(i*lftipn>^ 
{jression est décroissante, cet eiicès est négatif. Par exemple^ 1* 
seconde des deux progressions-indiquées a pour raison — 3. 

Eh général, nous désigneronsilès termes d'une progression 
par différence par les lettres a, 6, c, . . t i, fe, /,...., la raison 
pewlhre omir&î^atîve'parT, et léfnombwij m^ exprime Itratig-^dU 
terme { par n. Nous aurons : 
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527. Valeur du terme de rang n. D'après la définition, un 
terme, dans une progression croissante, se forme en ajoutant 
la raison au terme précédent. Le second est donc égal ka+r, 
le troisième à a + 2r, le quatrième à a + Sr, .,.., le n"* à 
a + {n — l)r. Donc un terme de rang quelconque se forme en ajou- 
tant au premier autant de fois la raison qu'il y a de termes avant 
celui que Pon considère. C'est ce que Ton exprime par la formule: 

/ = a + (n-l)r. [2] 

Cette formule s'applique au cas où la progression est décrois- 
sante, pourvu que la lettre r représente un nombre négatif (526). 

528. Corollaire. La formule [2], étant une relation entre 
les quatre nombres, a, /, r, n, permet de déterminer l'un d'eux, 
quand les trois autres sont donnés : il suffit de résoudre l'équa- 
tion par rapport à la quantité inconnue. Elle fournit donc la 
solution de quatre problèmes faciles à énoncer, et dont les for- 
mules sont : 

/ = a-f(n — l)r, a = J — (n— l)r, \ 

n — 1' ' r ) 

529. Insertion de moyens arithmétiques. Insérer m moyens 
arithmétiques entre deux nombres donnés a et 6, c'est former 
une progression, dont a et 6 soient les termes extrêmes, et dont 
ces m moyens soient les termes intermédiaires. 

Il suffit évidemment, pour résoudre celte question, de trouver 
la raison de la progression ; car, en l'ajoutant au premier 
terme, on aura le. second; en l'ajoutant au second, on aura le 
troisième; et ainsi de suite. Or on connaît, dans la progression 
cherchée, le premier terme a, le dernier 5, et le nombre des 
termes (m + 2). On appliquera donc la formule [2], qui don- 
nera : 

h — a 

[4] 

Exemple. Insérer 10 moyens entre 5 et 38. La raison est : r= ou 3 ; 

et la progression cherchée est : 

*5.8. 11. 14 17.20.73. 2G. 29. 32. 35. 38. 
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550. Problème. Déterminer la condition pour que trois nombres 
donnés, a, b, c, fassent partie (Tune même progression. 

Supposons ces nombres rangés par ordre de grandeur : ils 
seront séparés, dans la progression inconnue, par des termes 
intermédiaires, qui pourront être considérés comme des moyens 
insérés entre a et 6, et entre b et c. Par suite, si l'on désigne ces 
nombres de moyens par {m — 1) et par (n — 1), la raison devra 

être égale (529) à — ^^^ et à -^^^ î on devra donc avoir : 



m n 

b — a c — b 



[5] 



m n 

C'est la condition cherchée ; il faudra qu'il existe deux nombres 
entiers, m et n, proportionnels aux différences (b — a) et (c — b). 

Cette condition est toujours remplie, quand les nombres a, b, 
c, sont commensurables : car, si les nombres (6 — a) et (c-— 6) 
sont fractionnaires, il suffira de les réduire au même dénomi- 
nateur^^ et de prendre m et n égaux aux numérateurs. En mul- 
tipliant les deux résultats par un même nombre entier quel- 
conque, on aura d'autres valeurs pour m et n; de sorte que le 
problème a, dans ce cas, une infinité de solutions. 

55 1 . Théorème. Si Von insère, entre les termes consécutifs d'une 
progression [I], pris deux à deux, un même nombre m de moyens 
arithmétiques, on obtient une progression unique, dont la raison est 
le quotient de la division de la raison primitive par (m + 1). 

En effet, les raisons des diverses progressions partielles 
sont (529) : 

b — a c — b d — c 

elles sont donc toutes égales à — ^-y (526). D'ailleurs le der- 
nier terme de chacune est le premier de la suivante. On peut 
donc les considérer comme n'en faisant qu'une seule. 

552. Théorème. Dans toute progression limitée, la somme de 
deux termes également distants des extrêmes est constante et égale à 
la somme des extrêmes. 

Soit, en effet, la progression : 

ra.b.c.d....i.kJ; 



Digitized 



by Google 



B8fi LITRE IV. 

le second tterme fr^ast égaVka^r^eiVayaM-à&tjmrxk^sUÈe^l à 
i — r ; donc leur somme b + *= » +'^* 

En général, le terme os, qui en^a ^p-avant^lui, est ^gal^çSMtl) à. 
<i+pr, et le terme y, qui en:a p ùftès hit, lest égahà / — pr^ 
ilonc leur somme js-^y eat égale â .a +>'• 

335. Somme des termes i^'une progression. ^Désignons par 
S la somme des termes de la progression < qui commence pm* a, 
qui finit par J,. et dont n^est le nombfe des termes. iDa&;: 

On n'altère pas celte somme en renversant les termes ; si on 
Je$< écrit de .manièce^que les.termee à^akdisfanoeilesjextj-ëmee 
se^orr^ppndent <v6xiicdlemeiU.dans.l£s.deuxJjgneSt .on a : 

^îuTon ajoute maintenantjesrtermes de ces deux. suites par^co- 
Jonnes'VeiliGales^ at Ton aura : 

2S:^ (a+0+'(6 + *) + (c^.t) . . . ..+(i+è)Jl-tft+/>)H-^{l+^). 

Mais toutes iQS/fiommea, renfennécvs entre parentb^efi^ ssout 
égales (552) k{a + l)-y d'ailleurs leur nombre est celui des ter- 
mes de la progression. On fi donc : 

.dîou.ron déduit : S == t±ib. jq] 

La somme des termes d'une progression par différence^ en lamm^ 
tii du produit d$ Ia ^Qtmae^des extttm£&jpar hncmbre des termes. 

ÇxBiiPLB. La somme des 12 tenues de la projgression (889) est ^ "^ ^^ . 
ou 258. 

TlEMARQUE. Si-ron ne connaissait que'te premier «tcFom o, ta 
raison r, et le nombre n des' termes, -11 *feudra» /pour appBqîwr 
^ /oFiaule pnli;édeAtei, i^ommaufier jgM calAulor Ae AwBier 
, taurouBtit il l'Aid^-^de Ja XommUejij . ,En>^a«a)^Uid«it ^ valeur jdaos 
la formule [6], on a: 



\ 
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cÂlviJCATiorïs.l'' Trouver la somme des n premiers nombres entiers, 
1 + 2+3+.. .. + n. 
Cdmme ils forment une progression dont la raison est 1, leur somme est : 

S=li±!l", ou S = îi*^. 18] 

Donc, pour avoir la somme det n premiers nom})res entiers j on muUiplic le 
dernier pareeluiqui le suivrait vntfvédiatement, et Von diviseU produit par 2, 
2" Trouver la somme des n premiers nombres impairs^ 

1+3+5 + 7.... 

Ils forment une progression dont la raison est 2; en appliquant la formule [7] on a: 

,g^U+2»-l))n^ ouS=n'. I9J 

Ainsi îa somme desn premiersnoml^es impairs est égale au carré de n. 

335. Problèmes. Les formules [2] et [6] fournissent deux relations entre les 
qtittBtitéB «,'l, r,^, 3, relations qui permettent de déterminer deux de ces 
qi»anti4és, «luand les tiois autres sont données. De là dix {>iohlèm0s à résoudre: 

1» Étant donnés «, l, r, déterminer n, S; 



2» 


,» 


a, l, n, 


» 


r,.S; 


3» 


» 


«7 h S, 


» 


r, n; 


40 


» 


a, r, n, 


» 


', S; 


S» 


» 


a, r, S, 


» 


ï, n; 


'6* 


» 


0, n, S, 


•» 


ï, r; 


70 


» 


ly r, n, 


» 


a, S; 


8» 


» 


l, r, S, 


» 


•à,'«; 


^- 


> 


ï, n, S, 


» 


a, r; 


W 


^ 


r, .n,-5. 


» 


a, ^. 



,Pa^i cesiproblèmes, le cinquième «t lehuitième.soBt'da.iieciondfiiN^iéii l^i 
huit autres sont du premier degré. 



§ II. Des progressions par quotient. 

556. DÉFINITIONS. Une progression géométrique ou par quo- 
tient est une ifeuite de nombres, dopt chacun est égal au précé- 
dent multipliià par ua iiombre constant que rorVnomine la raison 
dela^prqgresçioij. 

Xoisque la raison est plus grande que l*unït"é, Jes termes VQpi 
en croissant, la progression est croman^e; lorsque là raison est 
fiacAoÉre^uéi^mitlé, tes tersiBs vwt en dlmumaiit, ^ U |*o« 
gnàsrioli ^6itl^'îàè&f9f»sQm^ 
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Pour indiquer que des nombres font partie d'une progression 
par quotient, on les écrit à la suite les uns des autres, en le 
séparant par deux points, et en les faisant précéder du signe t?. 

Exemples. Les suites : 

fj 4: 12: 36: 108: 324: 972 :...., 

fj528: 264: 132 : 66 : 33 : 16^ : .. .. , 

sont deux progressions par quotient, Tune croissante et l'autre 
décroissante ; les raisons sont 3 et ^. 

En général, nous désignerons les termes d*une progression 
par quotient par a, 6, c, (f, . • . . , i, /?, 2, . . . . , la raison par g, et 
le rang du terme l par n. Nous aurons : 

, ^ a: b : c: d : . . . . :i : k: l : .. . . [i] 

557. Valeur du terme de rangh. D'après la définition, un 
terme d'une progression par quotient se forme en multipliant 
le précédent par la raison. Le second est donc égal à açy le troi- 
sième à aq^y le quatrième à aq*j . . . . , le n™* à aq"^. Donc un 
terme de rang quelconque est égal au premier multiplié par une 
puissance de la raison, dont l'exposant est égal au nombre des ter- 
mes qui précède celui que Von considère. C'est ce qu'exprime la 
formule : 

J = aç-*. [2] 

558. Corollaire. La formule [2], étant une relation entre 
les quatre nombres, a, l, g, n, permet de déterminer l'un d'eux, 
quand les trois autres sont donnés. On trouve aisément, en ré- 
solvant l'équation [2] par rapport à chacune des quatre quantités 
successivement : 

l [Ql 

Î-Vâ' "-^+ logg • ) f 

La dernière formule suppose connues les propriétés fondamen- 
tales des logarithmes (565 et suiv.). 

539. Théorème. Si une progression est croissante^ on peut k^ 
prolonger assez y pour que ses termes dépassent toute limite donnée. 
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En effet, si Ton considère les trois termes consécutifs i, k^ l^ 
de la progression [1], on'a, par définition , 

k = iq, l = kq\ 

et, par soustraction, l^k = {k — i)q. 

Or la raison q est supérieure à l'unilé; donc la différence 
(l — k) est plus grande que la différence (k — i). L'excès d'un 
terme sur le précédent va donc en croissant. Or, si cet excès 
restait constant, comme dans la progression par différence, on 
pourrait, en l'ajoutant au premier terme a, un nombre suffi- 
sant de fois, obtenir un résultat aussi grand qu'on le voudrait. 
Il en sera donc de même, a fortiori^ si, comme nous l'ayons re- 
connu, cet excès va en augmentant. 

340. Théorème. Si une progression est décroissatite, on peut la 
prolonger assez, pour que ses termes décroissent au-dessous de toute 
limite. 

En effet, si la progression [1] a une raison q inférieure à 

Funité, les termes -, t, -, ... r, t, t, ..•. forment une autre 
a c % K t 

progression par quotient, dont la raison - est supérieure à Tu- 

nité, puisque, des égalités 

,. , ., 1 11 1 11 1 1^1 

on déduit t = -X-, • — xX"* ;/=7X:;?"*' 
a q c q a c q 

Il résulte donc, du théorème précédent, que les fractions 

"> T> T» peuvent devenir aussi grandes que Ton voudra, et par 

suite, leurs dénominateurs i, ^, /, peuvent devenir aussi petits 
que l'on voudra. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

541. Insertion de moyens géométriques. Insérer m moyens 
géométriques entre deux nombres donnés a et 5, c'est former 
une progression par quotient, dont a et 6 soient les termes 
extrêmes, et dont ces m moyens soient les termes intermé- 
diaires. 

Il suffit évidemment, pour résoudre cette question, de trouver 
la raisou dé la progression : car, en multipliant le premier terme 
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par la raison, on aura le second ; en multipliant le second par la 
raison, on aura le Iroisiôme, et ainsi de suite. Or, ùh connaît, 
dans cette progression, le premier terme a, le dernier 6, et le 
nombre des termes (m + 2). On appliquera donc la formule [2], 
qui donnera : 



'=7l- 



\W 



EzBHPLE. Insérer 3 moyensentre 7 et 112. La vais^niest : 

«et la progression cberchée e»t : 

■H-7: 14: 28: 56: 112. 

542. Théorème. Si Von insère, entre les termes conséeutifs (T-um 
progression, par quotient^ pris deux à deux, un même nombre m de 
moyens par quotient, on obtient une progression unique, dont la rai- 
son est la racine, d'indice (m + 1), de la raison pnimitive. 

En effet, les raisons des diverses progressions partielles sont: 



'*'/b ^*To '"/« 



elles sont donc toutes égales à "V^. D'mUeurs le dernigr leraae 
de chacune est le premier de la suivante. On peut donc les con- 
sidérer comme tfen taisant t|ti'une s^ule. 

545. Problème. DéurminêrJû^'^ndition^pùm^ueî^fi&^'Wmh 
breSy a, b, c, fassent partie d*une même progression. 

Si, en considérant a comme élaflt te prfetttjèr^têfmpe, on 
désigne par (m + 1) ^t,f»r {n +.]) tes r^ijgs iBConaus: de:b *t 
-de c, on a (557) : 

b^^aq"", 'b^^aq^'y 

q étant la raison inconnue. Si l'on élève la première équation à 
lafuissffnoe n, et la seccwicte à la puiis«?atire^, on«wà : 

b^ =r a^q^^y c*" = a^q^^ ; 

d'^ù I «en éliminant q : 

tl*est la condition diereliée. iCet(e côttdlîion se éirhj^è, ^l'Mi 
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suppose que a, h, c soient commcnsurables; car »alors, ^en ré- 

b c 
duisant les rapports - et -à leur, plus simple eipression, et en 

a k 
désignant par ^et^rtUes fractions jrcéduclibles équivalentes. 



©=©"- 



ou |:=p 



Or, ces fractions, étant aussi irréduclibles, ne^ peuvent être éga- 
les, que si Ton a : 

ce /lui exige, d'une pat>, que p et k sôienttjompoéésdes tnèmes 
facteurs premiers, ainsi que h eVl; et, d'airtrc çffft,- que les ex- 
posants d'un même facteur, dans g et A;, et dans h et /,^- soient 

dans un rapport constant— . Si ces conditions sont remplies, 

elles déterminent le rapport — . Mais elles laissent m et n indé- 
terminés; de sorte que a, 6, c peuvent faire partie d'une inflnité 

*8^C4. Ajp?uckiiQv: (^els sont les rwiàhrMtOfMii^niufâibles ^i pwuhtfêjke 
partie tVune progrusion,^ par.quotientj 4;^yant,pour termes 1 et 10? 

Désignons par - Tun des nombres cherchés ; on doit avoir, d'après ce qui pré- 

cède ; 

*g)r=(10)-, o«*g=10-; 

m et n étant des nombres entiers. Oif 4e secdnd membre étant entier, le premier 
doitl^tre aussi ; et comme ^est irréduclible, par hypothèse, il faut que i^on 

ait : .g= l, et, par suitei p"=: 10". Mais pour que cette dernière égalité ait 
lieu , ir îatit que p ne contienne que ' les'f acteurs- premiws ' 2 'etÀ 5îîe 10 ,' (e^est-à- 
'dite que l'tm art : pc=f2«x6*: il faut dtmcvqme 2«^XSP*-2£=î'îX&",.«t'S«ej 

par conséquent, am=pni=n. Il faut donc quea=±fpis— . liinài -les^xpo- 

•sattts d€^ et ide b^àoMsrp,' é(ÂxeùV>èlste4s^x^ «u,^ entd.'a«tfe8 -termes, fp doit 
. ôtre^nne. piiififl«ice.dQ 10. 

Les puissances de 10 sont donc les seuls nombies commensUraUes qUi puis- 
sent figurer dans une progression par quotient, 'dont 1 et ICTfbnt partie. 

545. TnÉORtME. Danstouteprogresnonparquotient, le produit 
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de deux termes également distants des extrêmes est constant et égal 
au produit des extrêmes. 
Soit, en effet, la progression jimitée : 

^a:b:c:d:. ..,. :i: k:î; 

le second terme 6 est égal à aq, et Tavant-dernier k est égal à-; 

donc leur produit &/t= a/. En général, le terme x, qui en a p 
avant lui, est égal à 9'; et le terme y, qui en a p après lui, est 

égala — ; donc le produit xy=aL 

546. Produit des termes d'une progression. Désignons 
par P le produit des termes d'une progression, qui commence 
par a, qui flnit par ly et dont n est le nôiiibre des termes. Nous 
avons : 

f=abcd ikl. 

On n'altère pas ce produit en renversant Tordre des facteurs, 

et en écrivant : 

P=lki dcba. 

Si Ton multiplie ces deux produits égaux l'un par l'autre, en 
groupant deux par deux les facteurs de même rang, il vient : 

P>=(aO (bk) (ci) {ic) (kb) (la). 

Or tous les produits renfermés entre parenthèses sont égaux 
(345) à al. D'ailleurs leur nombre est celui des termes de la pro- 
gression ; donc : 

P«=(aO^ 

d'où Ton tire : 

V=s/{al)\ • [6] 

Ainsi, le produit des termes d'une progression est égal à la racine 
carrée d'une puissance du produit des extrêmes^ dont Vexposant est 
le nombre des termes, 

347. Somme des termes d'une progression par quotient. 
Désignons par S la somme des termes de la progression Drécé- 
dente ; de sorte que Ton a : 

S=a-}-6+c+d-f -^i^k + l. 
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Si l'on multiplie les deux membres de cette égalité par q, on 
obtient : 

Sg=ag-f 6ç-|-^^+^^4- +*^+*^+^' 

Mais, par hypothèse, aq=^b,bq=c^ cg=d,...., ig=*, &g=i; 
donc l'égalité précédente devient : 

Sq=b + c+d+ +k'i-l+lq. 

Si Ton suppose q>l, et qu'on retranche S de Sg, on a évi- 
demment, en supprimant les termes qui se détruisent : 

S^— S = ig— a, ou S(^— l) = ïç— a; 
d'où S = ^. , [7] 

Ainsi, la somme des termes d'une progression croissante par quo- 
tient se formey en multipliant le dernier terme par la raison, en re- 
tranchant du produit le premier terme, et en divisant la différence 
par r excès de la raison sur Vunité. 

Si Ton suppose g< 1, on ne peut plus retrancher S de S^; on 
retranche alors Sq de S, et l'on a : 

S— Sg=a— /g, ou S(l— g)=a— /g; 

Ainsi, la somme des termes d'une progression décroissante se 
forme, en retranchant du premier terme le produit du dernier par 
la raison, et en divisant la différence par V excès de Vunité sur la 
raison. 

Hais les conventions faites sur les nombres négatifs rendent 
cette seconde forme équivalente à la première. 

Remarqué. Si l'on ne connaissait que le premier terme a, la 
raison q, et le nombre n des termes, il faudrait, pour faire usage 
des formules précédentes, commencer par calculer le dernier 
terme i à Taide de la formule [2]. En substituant sa valeur dans 
les formules [7] et [8], on a : 

19] S = ^. et S=?^". [10]. 

348. Limite de la somme des termes d'une progression 
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DÂCROBSAfTTE; Laformole [8], qui âonn6ràa^soB]ineid2)Sr«tftriiiQ&r 
d'une progression décroissanlOi peut s'écrire : 



U— ^V I — ^. 

Or, si le nombre des termes va en augmentant Ind^niment; 
l'expression-^ — —^ qui ne dépend que du premier" terme et de 
la raison, couserve constamment là même valeur; mais le pro- 
duit l r~9 composé d'^un facteur/ qui décroît sans limite (540), 

et d'u» facteur r-— - qui resttt constant, peut devenir aussi petit 
que Ton voudra. Par conséquent la somme des termes, toujours 
inférieure à-; — -• peut différer de - — ^aussi'peu qtid^on vofii- 
dx%siienombreid«&t«rmes est suftisamment. grand : en d'au- 
tres termes, y^j- ^st la limite ver&;taqifl£U6tteii& la.socBme^. 

lorsque lènomUt'étfèrterme» croit imïéQcrimeiit; Bb: dé^nant 
cette limite par j, on a : 

*=î;^- tii]. 

849. Application. Une fraction décimale périodique peut être considérée 
cannniunQ>'pvogr«stowdékf«isaMitftç-etlaiMiMite [II] lttr:eflt>api41cafalfe 
SMt, puTfexasEï]^ l^fraolion.péricMliQua. 



a,3S35353535. 



Si.on la sépare «n tcanches àe deux chiffres, à partir de la virgule, on peut la 
regarder cornue Itf Ifàiitè de la somme dés termes' d*àne progression- dièrof»- 
santé à Tinfini : 

„ 35 . 35 . 35 . 35 . 

ÎÎ5* '10000 "^loooeoo * looeeoooof *"'*^ 

dcnkltraisoAteaÉ^» J>lapiièa !& fomul«r[U}, c«ltê.liiwtA«ai.éaftl$< 

il 

100 . 35 

'100/ 

ce qui est précisément le résultat qu'on obtient, en arithmétique, dans la théorie 
dts fraction» pifioctiqvefk 



Digitized 



by Google 



PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 274 

£1(£RGICES* 

I. QueilMspDt'Iet* progfossion» par diffi^veec»^ da&s lesquelteft'lai somme de 
deux termes quelconques fait partie de la progression ? 

Ce sont celles dont le pcemier terme est. un multiple de la ni99m 

II. Quelles sont les progressions- par quotient^ dans lesquelles te produit de 
deux termes fait partie de la progression ? 

Ce sont celles dont le ptemier terme e^l une puissance de la raison. 

IH. Si^daDS{ u^e suite de nombres^, cbacun est la demi-somme de ceui qni> 
le eomprennent, ces nombres forment une pnogresstoa par différence. 9ichacttii<> 
e&l^œoyoi piopertioimel entre les» deuiiqm le oomprennent, ils forment une 
progression par quotient. 

On ramène immédiatement cet énoncé aux définitions (326 et 33m). 

IV. Dans quelles progressions par différence existe-t-il un rapport, indépen- 
dant de n, entre la somme des n premiers termes et la somme des n suivants? 

Ce sont celles oûf la raison est double du premier terme (liv. II, chap. vu, 
exerc. 1). 

V. ^, ^et i^fpenvemt-ils' faire? partie d*une môme progression par diffé- 
rence ou par quotient ? 

Non. On s'aDDuiera sur les n'** 330 et 848. 

VT. SI Ton prend» la- suite dès nombres impairs* 1, 3, 5> 7;.., et qu'on la 
sépare en groupes-, dbnt- te premier ait un terme, te deuxième deux termes^ le 
tMHsiètiie trois termes^ etc., la^ somme des termes dHm même groupe estuncube» 

On formera le premier et le dernier terme de n"" groupe, et on appliquera 
la fonmile [6] du n*^ 88<8 : on trouvera n' pour somme. 

VU. Si Ton considère la suite I, 2, 4, 6, 8, 10. . . , la somme des n premiers 
termes est impaire; et, quand on ajoute au nombre ainsi obtenu. les (n—1) 
nombres impairs qui le suivent, on obtient un cube. 

On trouve pour résultat n^, en suivant la même marche. 

Vltl. Dims une progression géométrique de six termes, la différence des 
termes extrêmes est plus grande que cinq fois la différence des termes du mi- 
lieu. 

On exprime le rapport des deux différences en fonction de la raison, et l'on, 
trouve que le minimum du rapport est 5. 

X. On forme une suite de termes tels, que chacun soit la demi-somme des 
deux précédents ; connaissant les deux premiers termes a, h de cette suite, 
trouver de quelle limite on s'approche, lorsqu'on en forme un nombre de plus 
eu plus grand. 

La limite est — i- — . 
o 

X. Soit AB une ligne quelconque ; on marque^son milieu G, puis le milieu D 

deCB, puis le milieu E de DC, puis le milieu F de £D, le milieu G de FE, et 
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ainsi de suite indéfinimeat; trouver de quelle limite les points C, D, E, F, G, 

/_ i 1-!— I 1 1 

• A C E G F D B 

s'approchent de plus en plus^ lorsqu'on en marque un nombre de plus en plus 
grand. 
Ut p^iat Uflftitd est au tiers de AB, à partir du point B. 

XI. Trouver la limite de la somme des fractions 

I4.2 .3.1.1. 

â"*" 4 "^8"*" 16 "^32^ ••'•' 

dont les numérateurs forment une progression par différence, et les dénomi- 
nateurs une progression par quotient. 

On décompose cette série en plusieurs progressions géométriques décrois- 
santes , et Ton trouve que la limite est 2. 

Xlt . On forme la suite des nombres 

1, 3, 6, 10, 15, 21, etc., 

tels que la différence de deux termes consécutifs va sans cesse en augmentant 
d'une unité ; trouver la somme des n premiers termes de cette suite. 

On trouve que le n-« terme est égal à ^7^ , et que la somme est égale à 
n(n+l) (n4-2) 

XIII. Dans une progression par quotient, dont le nombre des termes est im- 
pair, la somme des carrés des termes est égale à la somme des termes, mul- 
tipliée par l'excès de la somme des termes de rang, impair sur la somme des 
termes de rang pair. 

On forme les différentes sommes indiquées, et on vérifie aisément l'égalité. 

XIV. Dans une progression par différence, dont les termes sont entiers, si p 
est un nombre premier avec la raison, et que Ton divise p termes consécutif 
par p, on obtiendra pour restes tous les nombres 0, 1, 2, 3,... (p — 1). 

On prouve que deux restes ne peuvent pas être égaux. 

XV. Un triangle étant donné, on forme un 'second triangle qui ait pour côtés 
les médianes du premier, un troisième triangle avec les médianes du second, 
et ainsi indéfiniment. On demande la limite de la somme des aires de tous ces 
triangles. 

Cette limite est quatre fois l'aire du triangle donné. 
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CHAPITRE II. 

THÉORIE ÉLÉMEilVTAIRE DES LOGARITHME^» 

$ I. Définition des logarithmes. 

580. DÉFINITION. — Lorsque Ton considère deux progres- 
sions, I^ne par quotient et commençant par l'unité, l'autre par 
différence et commençant par zéro, les termes de la seconde 
sont appelés les logarithmes des termes qui ont le même rang 
dans la première. Ainsi, soient les deux progressions : 

{ tO. r . 2r. 3r.4r mr nr pr, 



• • i 



mr est le logarithme de g*. 

Remarque. ^ Le logarithme d'un nombre considéré isolé- 
ment est tout à fait arbitraire. Si Ton demande quel est le loga- 
rithme de 3, cette question n'a aucun sens, tant qu'on n'a pas 
choisi les progressions qui définissent le système des loga- 
rithmes dont on veut parler. 

Dans tous les systèmes le logarithme de I est 0. 

551. Extension de la définition. — D'après la définition pré- 
cédente, lorsque l'on a choisi les deux progressions qui défi- 
nissent un syslème de logarithmes, il semble que les nombres 
qui ne font pas partie de la progression par quotient, n'ont pas 
de logarithmes; nous allons voir comment, en étendant celte 
définition, on est conduit à regarder chaque nombre plus grand 
que l'unité comme ayant un logarithme. 

Concevons que l'on insère entre deux termes consécutifs de 
chacune des progressions [1] un même nombre de moyens; 
nous obtiendrons (551, 54ï) deux nouvelles progressions, com- 
mençant encore l'une par 1, l'autre par 0, et dans lesquelles les 
termes correspondants des progressions primitives se corres- 
pondront encore. Nous dirons donc que les termes nouvelle- 
ment introduits, dans la progression par difl'érence, sont les 
logarithmes des termes de môme rang, introduits dans la pro- 
gression par quotient. 

Alg. B. I" Partie. 1* 
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552. Théorème. — Pour que cette extension de la définition 
soit admissible, il faut prouver que, si, en insérant des nombres 
diflérents dé moyens, on amène un même nombre, de deux ma- 
nières différentes, à faire partie de la progression par quotient, 
on lui trouvera, des deux manières, le môme logarithme. 

Supposons que Ton insère d'abord (p — 1) moyens entre les 
termes consécutifs des progressions [1], la raison de la progres- 
sion par quotient sera (341), \/q; et la raison de la progression 

par différence sera (529) -.En sorte que le terme, de raog 

(A4- 1), dans la première, sera {\/qf\ et le terme correspon- 

dant> dans la seconde, sera k-. 

P 
Supposons maintenant que Ton insère, entre les termes consé- 
cutifs des progressions [1], un autre nombre (p'.— l) de moyens; 

un terme, de rang (/c'-f- 1), dans la première, sera(v^g)'', et le 

1» 
terme correspondant, dans la seconde, sera k' -,. 

Nous voulons prouver que, si Ton a : 

j r ,, r k k' 

on aura aussi: /v- = /c— , ou - = -t 
P P P P 

Si, en effet, nous élevons les deux^ membres de Tégalité [t] à 
Il puissance pp\ nous aurons : 

i'^/^'^^mr'^, ou 9"- = g»>; 
et cette dernière égalité entraîne évidemment : 

Donc, si Von peut introduire un même nombre^ de deux manières 
différentes^ dans la progression par quotient^ on lui trouvera, des 
deux manières^ le même logarithme. 

385. Théorème. — Si Von calcule des logarithmes en insérant 
un certain nombre de moyer^s entre les termes consécutifs des deux 
progressions, puis que Von en calaile d'autres en insérant un autrt 
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nombre de moyens , ces divers logarithmes peuvent être r^nsidérés 
comme faisant partie d'un seul et même système. 

Pour le prouver, remarquons que si , entre les termes con- 
sécutifs de la progression par quotient, on insère d'abord (p— 1) 
moyens, puis (p' — 1) moyens, tous les termes obtenus, dans l'un 
«t Tautre cas, font partie d'une seule et même progression, que 
l'on obtiendrait en insérant (pp'— 1) moyens. En effel, si Ton 
insère {pp' — 1) moyens entre deax termes consécutifs a et b 
d'une progression, le terme b aura, après cette insertion, le 
CPP'+1)"* rang. Si donc, dans la progression ainsi formée, on 
compte les termes de p' en p', à partir du second, c'est-à-dii e 

le (p' + l)% le (2p'+l)% le(3p' + l)«* , b se trouvera 

le j}"** de cette suite. Or, q étant la raison de la progression 
nouvelle, les termes ainsi désignés sont respectivement égaux 

à ag"', aq^y aq*^ ; ils sont donc en progression ; et Ton 

peut les considérer comme formant (p — 1) moyens entre a et b. 
De même, à. l'on compte les termes de p en p, à partir du se* 
cond, b se trouvera le p'** de celte autre suite; et ces termes 
pourront être considérés comme formant (p'— 1) moyens entre 
a eib. 

La même remarque s'applique à la progression par diffé- 
rence : on voit donc que les deux systèmes obtenus , en insérant 
séparément (p — 1) moyens et (p' — 1) moyens, sont compris 
dans le système unique, qui correspond à {pp'-- 1) moyens. 

Par exemple, si a et b désigaent deux termes consécutifs quelconques d'une 
progression par quotient où par différence, et que Ton insère entre a et &, 
d'abord trois moyens, puis ensuite cinq moyens, de manière à former les pro- 
gressions 

o, Al, A2; A3, b, 
a, B„ Bj, Ba, B4, B„ b; 

si l'on insère ensuite(4x6 — 1} ou 23 moyens, on formera une progression 
nouvelle, dans laquelle Ai, A2, A3 figureront aux rangs 7, 13^ 19, et B|, B3, B.^y 
B4, Bs, aux rangs 5, 9, 13, 17, 21. 

3154. Thâorèsie. — On peut insérer^ entre les termes consécutifs 
de la progression par quotient , un assez grand nombre de moyens ^ 
pour que deux termes consécutifs quelconques de la progression fiou- 
vélle diffèrent aussi peu qu^on voudra. 

En effet, soit q la raison, et soient A et kq deux termes con- 
sécutifs quelconques de la progression donnée. Si Ton insère 
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(m— 1) moyens enlre ces deux termes, la raison de la progres- 
sion nouvelle sera 'yj'q\ par suite, deux termes consécutifs de 
celte progression ,. compris enlre A et Ag, seront ki^qf^i 
A (7 qy^\ et leur différence sera : 

ACv/g)*^'-A(-v/îr. ou A(V?)*(-v^-l). 

Comme h est inférieur à m, (y'^)* est inférieur à g; la différence 
est donc plus petite que 

AgCv/ç-O- 

Or, quand m croit indéfiniment, (V?— ^end vers zéro. Car, 
pour vérifier que l'on a, pour une valeur suffisamment grande 
de m, 

V^-l<«, 

quelque petit que soit s, il suffit de prouver que 1 on a» dans les 
mêmes circonstances : 

yg<l4.e, ou ^<.{l+er; 

et celte dernière inégalité est évidente, puisque l'on sait (359) 
que les puissances d'un nombre plus grand que I croissent, 
sans limites, avec leur exposant. 

Ainsi le facteur (Vi"— tend vers zéro; d'ailleurs le facteur 
kq est fixe : donc le produit kq ( ^ ^ — l) peut devenir aussi petit 
que Ton voudra, si Ton donne à m une valeur suffisamment 
grande; et il en est de même, a fortiori, de la différence con- 
sidérée. 

5i56. Remarque. — Il résulte du théorème (384), que les 
nombres dont les logarithmes sont définis dans les paragraphes 
précédents, croissent par degrés aussi nipprochés que Ton veut. 
Si Ton se bornait cependant à celle définition, il y aurait une 
infinité de nombres qui devraient être regardés comme n*a;ant 
pas de logarithmes. On sait, par exemple.(544), que, quel que 
soit le nombre des moyens insérés entre les termes de la pro- 
gression par quotient, 

f^i:io:ioo:iooo — , 
aucun de ces moyens n'est commensurable. Tous les nombres 
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commensurables peuvent, au contraire, s'introduire, comme 
moyens, dans la progression par difTérence, 

■M .2.3.4. 5 

Par conséquent, dans le système de logarithmes que définissent 
ces deux progressions, les nombres commensurables gui ne sont 
pas entiers^ sont tous des logarithmes de nombres incommensurables, 
et les nombres commensurables qui ne sont pas des puissances de 10, 
nepouvant pas faire partie de la progression par quotient, devraient 
être regardés comme n'ayant pas de logarithmes. 

356. DÉFINITION DES LOGARITHMES DES NOMBRES QUI NE PEUVENT 
PAS FAIRE PARTIE DE LA PROGRESSION PAR QUOTIENT. — Quaud UH 

nombre ne peut pas êlre introduit dans la progression par quo- 
tient, son logarithme, qui ne peut être commensurable (ôS3), 
se définit de la manière suivante : 

Le logarithme d*un nombre N, qui ne peut pas faire partie de la 
progression par quotient, est plv^ grand que les nombres comment 
surables qui sont les logarithme de nombres inférieurs à N, et plus . 
petit que les nombres commensurables qui sont les logarithmes de 
nombres supérieurs à N. 

Par exemple, dans le système défini par les progressions du 
!)• 535, le nombre 37 ne peut pas faire partie de la progression 
par quotient. Pour définir son logarithme, concevons que Ton 
insère entre 10 et 100 un nombre considérable de moyens par 
quotient, et entre 1 et 2 le môme nombre de moyens par diffé- 
rence; on trouvera, dans la progression par quotient, deux 
termes consécutifs qui comprendront 37, et^ dont les loga- 
rithmes commensurables, très-peu difl^érents l'un de Taulre, 
comprendront, par définition, le logarithme de 37. La valeur de 
ce logarithme sera, d'ailleurs, parfaitement déterminée : car 
elle sera la limite commune, vers laquelle convergeront les 
logarithmes des deux nombres qui comprennent 37, lorsque le 
nombre des moyens insérés croîtra indéfiniment. 

587. Théorème. — Il résulte de tout ce qui précède, que 
toiU nombre, plus grand quel^a un logarithme. 
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§ II. Généralités sur les nombres incommensurables, 

Sâ8. Définition GÉNÉRALE des nombres incoicmensurables.— 
Nous venons (3ë6) de définir le logarithme d*un nombre, en 
disant quels sont les nombres commensurables qui sont plus 
grands que lui, et quels sont ceux qui sont plus petits que lui. 
Cette manière est le moyen ordinaire de définition pour les 
nombres incommensurables. Quelques explications sur ce sujet 
ne seront pas inutiles. 

Il existe des grandeurs qui n'ont pas de commune mesure. 
On sait, par exemple, que la diagonale d'un carré n'a pas de 
commune mesure avec son côté; il en est de même de la diago- 
nale d*un cube et de son arête. Dans ce cas, le rapport des deux 
grandeurs ne peut être représenté par aucun nombre, entier 
»u fractionnaire : on dit qu'il est incommensurable. 

Pour définir un nombre incommensurable, on ne peut qu'in- 
diquer comment la grandeur qu*il exprime peut se former an 
moyen de l'unité. Veut-on, par exemple, définir v/i^ nombre 
incommensurable qui représente une grandeur bien dèterminètr 
savoir la longueur de la diagonale du carré construit sur un 
côté égal â runité? On dira qu'un nombre est pins grand ou 
plus petit que yjT, selon que son carré est plus grand ou plus 
petit que 2. Et, cela posé, après avoir adopté une certaine unité 
de longueur, on regardera tous les nombres comme exprimant 
des longueurs portées sur une même ligne droite, dans le même 
sens, à partir d'une même origine. Une portion de cette ligne 
recevra les extrémités des longueurs mesurées par des nombres 
moindres que yj^y et une autre portion recevra celles des lon- 
gueurs mesurées par des nombres plus grands que v/il Entre 
ces deux régions, il ne pourra exister aucun intervalle d'éten- 
due finie ; car les nombres de l'une des séries diffèrent, aussi 
peu qu'on veut, des nombres de l'autre. Il n'y aura donc entre 
elles qu*un foint de démarcation; et la distaace à kquetle ce 
point se trouve de l'origine, est, par défintlion, mesurée par /il 

Nous nous sommes bornés à définir la grandeur dont v^Fest 
a mesure. Et, en effet, il ne paraît pas possible de définir direc- 
tement un nombre abstrait. Si l'on réfléchit aux définitions 
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données, même dans les eus simples des nombres entiers et 
fractionnaires, on verra qu'elles ne sont que l'indicalion de 
l'opération à l'aide de laquelle la grandeur, dont ils sont la 
mesure, dérive de Tunîté. 

So9. Addition bt soustraction. Ajouter on soustraire des 
nombres incommensurables, c'est trouver un nombre expri- 
mant la somme on la différence des grandeurs que mesurent 

les nombres proposés. 

560. Multiplication. Si le multiplicateur est commensu- 
rable, il n'y a aucun changement à apporter à la définition. 
Ainsi, multiplier v/2 par 7, c'est trouver un nombre exprimant 
une grandeur 7 fois plus grande que celle qu'exprime v^. Mul- 

— 3 

tipiter V'^ par -, c'est trouver un nombre exprimant une gran- 

3 — 

deur égale aux r de celle que mesure v^2. 

Mais si le multiplicateur est incommensurable, il faut une 
définition nouvelle. Nous appellerons produit d'un nombre A 
par un nombre incommensurable B, un nombre moindre que 
le produit de A par un nombre commensurable quelconque 
supérieur à B, et plus grand que le produit de A par un 
nombre commensurable quelconque moindre que B. 

561. Division. Diviser un nombre A par un nombre B, c*est 
trouver un troisième nombre qui, multiplié par le diviseur B, 
reproduise le dividende A. Cette définition s'applique, quels 
que soient les nombres A et B, commensurablcs ou incommen- 
surables. 

562. Racines. La racine m"* d'an nombre incommensurable 
est un nombre qui, pris m fois comme facteur, donne un pro- 
duit égal au nombre proposé. 

On voit que la seule opération qui exige une définition vérita- 
blement nouvelle, est celle de la multiplication; toutes les autres 
se rattachent à celle-là. 

505. TflJÉORÈME. On peut toujours trouver deux nombres corn- 
mensurableSy ayant une différence aussi petite quon le voudray et 
qui camprenneru entre eux un nombre incommensurûble donné. 
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En effel, soit n un nombre entier quelconque; si l'on consi- 
dère la suite : 

12 3 4 5 
' n' n' iy n* n' ' 

on voit que ses termes augmentent sans limite ; comme ils com- 
mencent à zéro, le nombre incommensurable donné, quel qu^il 
soity est nécessairement compris entre deux d*entre eux^ 

- et -^t-. Et Ton peut prendre n assez grand pour que leur 

différence, qui est -| soit aussi petite que l'on voudra. 

564. Extension des théorèmes DÉMONTRés pour les nom- 
bres COMMENSURABLES, AU CAS DES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 

Le théorème précédent permet évidemment d'étendre aux nom- 
bres incommensurables les théorèmes suivants, qui ont été dé- 
montrés pour les nombres commensurables. 

!• Dans un produit de plusieurs facteurs^ on peut intervertir 
tordre des facteurs. 

2» Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs fac- 
teurs^ on peut le multiplier successivement par ces divers facteurs, 

3® Pour multiplier un produit par un nombre^ il suffit de mul- 
tiplier un de ses facteurs par ce nombre. 

4« Pour multiplier un produit par un autre^ il suffît de former 
un produit unique avec les facteurs du multiplicande et ceux du 
multiplicateur. 

5° Pour multiplier deux puissances d'un mime nombre, il suffit 
d'ajouter les exposants. 



§ III. Propriétés des logarithmes. 

365. Théorème I. Le logarithme (Pun produit de deux facteurs 
est la somme des logarithmes des facteurs. 
Soient les deux orogressions : 

ff 1 : g : ^* : g* : . . . , : ç** . . . . : ç*. . • ., j 
4 . r . 2r . 3r wir . . . . : nr. . . . , | 

qui définissent un système de logarithmes. Les termes de la pre* 
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miëre sont les puissances successives de la raison q\ ceux de la 
seconde sont les multiples consécutifs de la raison r. 

Si Ton multiplie l'un par l'autre deux termes de la progression 
par quotient, q^ et ç", on aura un produit g"^" qui, évidem- 
ment, est le (m-|-n4- 1)™' terme de la môme progression; si 
l'on ajoute les logarilbnies de g* et g% qui sont mr et nr^ on 
aura une somme (m + n)r^ qui est évidemment le (m + w+ 1)™" 
terme de la progression par différence, et, par conséquent, le 
logarilhme de g™+"; la proposition est donc démontrée. 

5G6. GéNÉRALisATioN. La démonstration précédente suppose 
que les nombres considérés font partie de la même progression 
par quotient. Elle est en défaut pour les logarithmes incom- 
mensurables définis (53G). Pour démontrer que, dans ce cas, la 
proposition est encore exacte, remarquons que, si Ton donne 
deux nombres quelconques N et N', on peut toujours insérer 
dans les progressions ass( z de moyens, pour que les termes 
croissent par degrés insensibles, et que, par conséquent, il s'y 
trouve deux termes Ni et N'i, qui diffèrent, aussi peu qu'on le 
voudra, de N et de N'. Or on aura (565) : 

log (N, X N'i) = log Ni-l- log N'i. 

Le premier membre diffère', aussi peu que l'on veut, de 
log(NxN'), et le second, aussi peu que l'on veut, de 
log N 4- log N' ; il est donc impossible, que log(NXN') et 
logN + logN' aient une différence déterminée quelconque; 
par conséquent , ces deux quantités sont égales. C'est ce qu'il 
fallait démontrer. 

3G7. Extension au cas de plus de deux facteurs. Le théo- 
rème précédent s'étend à un nombre quelconque de factewrs. Soit, 
par exemple, un produit de quatre facteurs abcd; on a évidem- 
ment : 

11] log {ahcd) = log {abc Xd) = log {abc) + log d 

=log(at)-|-logc-|-logd=loga-flog6 + logc-|-logd. 

568. Théorème IL le logarithme d'une puissance entière et po^ 
sitive d'un nombre est le produit du logarithme du nombre par l'ex- 
posant de la puissance. 
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Ce théorème est une conséquence du précédent. SoU, en effet» 
a* la puissance considérée; on a : 

log 0^= log (a X a X.a X a) 

= loga + loga + loga+loga=41og«. 

La démonstration s'applique évidemment, quel que soit Tez- 
posnnt entier et positif. 
Ainsi, log£r = mloga. [2] 

5G9. Théorème ni. Le logarithme fTunquotientest égal au logo» 
rithme du dividende^ moins celui du diviseur. 

Soient un quotient ?, que je désignerai par q; on aura: 

a = 6xç; 
donc : log a = log 6 + log g ; 

d'où: logg = loga— logô, ou logn =:loga— log6. [3] 

Remarque. On suppose» dans le théorème précédent, que le 
quotient r est plus grand que 1; car les logarithmes des nom- 
bres plus grands que 1 ont seuls été définis jusqu'à présent. 

570. Théorème IV. Le logarithme d'une racine d'un nombre est 
égal au logarithme du nombre divisé par Findice de la racine. 

Soit la racine V^, que je désigne par r; on a, par définition : 

a = r'^f 
d'où l'on conclut (568): 

loga = mlogr; 
et, par suite, 

logr = l^, ou log;'«=l^«. [4] 

571. Remarque. Les quatre théorèmes précédents montrent, 
qu'une multiplication de plusieurs facteurs peut être remplacée 
par Y addition de leurs logarithmes ; une division^ par la sous- 
traction de deux logarithmes; une formation de puissance^ par la 
multiplication du logarithme du nombre par l'exposant; et enfin, 
une extraction de racine, par la division du logarithme du nombre 
par rifidice de la racine. 

Mais il £aut, pour profiter de ces simplifications, avoir une 
table de logarithmes, et savoir y trouver le logaritlime d*an 
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nombre donné, et le nombre correspondant à tin logarithme 
donné. 

S IV. CoDstructtoo et disposition des tables de logarithmes. 

572. LoGARrrHMES vulgaires. Dans les calculs Homériques, 
on emploie exclusivement le système de logarithmes défini par 
les deux progressions : 



^ i : 10 : 100 : looo : loooo : looooo 

■f0.1.2..3.4. 5 



Dans ce système, une puissance de 10 a pour logarithme son ex- 
potanL Car, le logarithme de 10 étant 1^ on a : 

log 10*=mlog 10:=Efn. 

Les logarithmes de tous les autres nombres^ entiers ou fraction- 
naires ^ sont incommensurables (5S5). 

573. Caractéristique. On nomme caractéristique du loga- 
rithme d'an nombre la partie entière de ee logarithme. Les 
nombres compris entre 1 et 10, c'est-à-dire ayant une partie 
entière composée d'un seul chiffre, ont pour logarithmes de& 
nombres compris entre et 1; la caractéristique est zéro. Les 
nombres compris entre 10 et 100, c'est-à-dire ayant une partie 
entière composée de deux chiffres, ont des logarithmes compris 
entre 1 et 2 ; la caractéristique est 1. En général, les nombres 
compris entre 10*~* et 10* ont une partie entière confiposée de 
n chiffres; et leurs logarithmes, étant compris entre (n— J) et n, 
ont pour caractéristique (n — 1). 

Donc la caractéristique du logarithme d'un nombre contient au- 
tant d'unités qu'il y a de chiffres dans la partie entière du nombre^ 
moins un. 

574. Théorème. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise un nombre 
par ime puissance de 10, /a partie décimale de son logarithme n'est 
pas «jàUrée; mais la caraetéristiqwB est afugmentèeou diminuée d'élu- 
tant d'unités qu'il y en a dans l'exposant de la puissance. 

En effet, on a (505 et 568) : 

log(axiô*) = k^a-f loglO^nnlogfl-fnj- 
etCSeO): log-^ = loga— loglO»=loga — n. 
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57tt, Construction des tables. On ne calcule et on n'iascrft 
dans les tables que les logarithmes des nombres entiers. Comme 
tous ces logarithmes sont incommensurables (555), on ne peut 
les calculer qu'avec une certaine approximation ; on se con- 
tente, en général, des sept ou huil premières décimales. 

La définition, que nous avons donnée (580), conduit à la valeur 
approchée du logarithme d'un nombre. Car, si Ton insère dans 
les progressions un nombre considérable de moyens, il y aura 
deux termes consécutifs de la progression par quotient, qui conn 
prendront le nombre donné, et dont les logarithmes seront des 
valeurs approchées de son logarithme. ' 

Mais ce procédé serait fort long et très-pénible ; et nous allons 
montrer, par un eicemple, combien il exigerait d'opérations. On 
donne, d'ailleurs, dans la seconde partie de Palgèbre, pour le 
calcul des logarithmes, des méthodes beaucoup plus rapides. 

Exemple. On demande le logarithme de 1855. 

Comme 1855 est compris entre 1000 et 10000^ son logarithme est compris 
entre 3 et 4. Si l'on insère un moyen entre 1000 et 10000 dans la progression 
par quotient, et un moyen entre 3 et 4 dans la progression par différence^ on 

trouve 

a=V 1000X10000=3162,27766 

pour valeur du premier, et 3,5 pour valeur du second. Ainsi • 

3,5 =log a= log 3162,27766. 

Comme 1855 est compris entre 1000 et a, son logarithme est compris entre 
3 et 3,5. Si Ton insère un moyen entre 1000 et a dans la progression par quo- 
tient, et un moyen entre 3 et 3,5 dans la progression par différence, on trouve, 
pour le premier, 

5=^1000 = 1778,2794, 

34-3 5 
et pour le second, « ' ou 3,25 

Ainsi ; 3,25= 1 g & = log 1778,2794. 

Comme 1855 est compris entre a et &, son logarithme est compris entre 
3,25 et 3,5. Si Ton insère deux nouveaux moyens, on trouve, en désignant le 
premier par c : 

3,375=logVâ5=log 2371,3737 = log e. 

De même, comme 1855 est compris entre h et c, son logarithme est compris 
entre 3,25 et 3,375. Une nouvelle opération donne : 

3,3125 = log \/5c=log 2053,5250 = logd. 
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En continuant ainsi les calculs^ on forme le tableau suivant : 

3,5= log a = log 3162, 27766 
3,25 = log >/lOOOa=log h = log 1778 , 2794 

3,375= log ^âb =log c = log 2371, 3737 

3 , 3125 = log y/Sr =log d = log 2053 , 5250 

3,28125 = log yjhd =log e = log 1910, 95294 

3 ,205625 = log y/b^ =log / = log 1843, 42296 

3,2734375 = log y^ =log ^ = log 1876, 8843 

3,26953125 = log y^ft =log h ^ log 1860, 0784 

3,26757812 = log v//ft =log i = log 1851 , 7321 

3,26855469 = log ^hi =log & = log 1855, 9005 

3,26806641 = log y^ =log l = log 1853, 8151 

3,26831055 = log ^E =\ogm = log 1854, 8575 

3 ,26843262 = log }/km = log n = log 1855 , 3789. 

En comparant d'une part n et m, et de Tautre k et m, on a. ' 

n= 1855,3789 &= 1855,9005 

m= 1854,8575 m =1854,8575 > 

d'où: n — mz^ 0,5214, * — m= 1,0430; 

et Ton voit que (n — m) est à peu près la moitié de (& — m). 
En comparant, en même temps, d'une part, log n et log m, de rautre,log k 

etlog m, on a : 

log n= 3,26843262 log k = 3,26855469 

log m =3,26831055 log m = 3,26831055 

■ d'où *og n — logm= 0,00012207 , logfc — log m = 0,00024414 ; 

et Ton voit que (log n — log m) est la moitié de (log k — log m). Ainsi , les diffé- 
rences entre les nombres sont entre elles comme les différences entre leurs 
logarithmes. Si l'on admet que, pour des nombres aussi rapprochés, celle pro- 
portion soit exacte, on en conclura immédiatement le logarithme de 1855. On 
dira, en effet : si pour une différence entre n et m, égale à 0,5214, il y a, entre 
leurs logarithmes, une différence égale à 12207 unités du huitième ordre, 
quelle sera, pour une différence de 0,1425 entre 1855 et 1854, 8575, la diffé- 
rence X des logarithmes? et Ton trouvera : 

12207XU25 ^^,^ .,. j o- j 

X = rrr. = 3336 unîtes du 8* ordre. 

5214 

En ajoutant ce noml re au logarithme de m, on a : 

log 1855 = 3,26834391. 

576. Disposition des tables de logarithmes de Callet. La 
première table est toute simple ; elle contient les nombres entiers 
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depuis 1 jusqu'à 1200, disposés suivant leur ordre, en plusieurs 
colonnes, au haut desquelles on voit la lettre.N, initiale du mot 
nombre; à côté et à droite de ces colonnes, on en remarque 
d'autres, au haut desquelles est écrit Log., initiales du mot 
logarithme; de manière que chaque colonne de nombres est 
immédiatement suivie d'une colonne de logarithmes, et que 
chaque logarithme est placé à droite et dans l'alignement du 
nombre auquel il appartient. On n'a pas mis de caractéristique 
aux logarithmes, parce qu'on la connaît aisément à la seide 
inspection du nombre (575). Chaque logarithme est donné avec 
huit décimales. 

Celte table est nommée Chiliade I, parce qu'en effet elle con- 
tient les logarithmes du premier mille. {ChUiadô est un mot grec 
francisé, qui signiGe assemblage de mille unités.) 

Les tables suivantes sont un peu plus composées : elles s'éten- 
dent depuis 1020 jusqu'à 108000. La première colonne, qu'on y 
remarque vers la gauche, et qui est intitulée N, contient les 
nombres entiers depuis 1020 jusqu'à 10800. La colonne sui- 
vante, marquée 0, offre les parties décimales des logarithmes 
qui appartiennent à ces nombres; en sorte que l'assemblage de 
ces deux colonnes forme la suite de la table première et donne 
sur-le-champ les logarithmes des nombres depuis 1020 jus- 
qu'à 10800. Chacun de ces logarithmes n'a que sept décimales. 

Si l'on observe la colonne intitulée N, on remarque que les* 
nombres qui la composent ne sont pas tous écrits en totalité; 
les deux derniers chiffres à droite de chacun d'eux sont seuls 
inscrits à leur rang; quant aux autres, on ne les voit indiqués 
qu'une fois sur cinq. Mais il est facile de les rétablir, à la lecture. 

Si l'on observe la colonne marquée 0, on voit, vers la gauche 
de cette colonne, certains nombres isolés, de trois chiffres cha- 
cun, qui vont toujours en augmentant d'une unité, et qui ne sont 
pas à des dislances tout à fait égales les uns des autres. Vers la 
droite de la même colonne sont des nombres, de quatre chiffres 
chacun, qui ne laissent point d'intervalle entre eux; en sorte 
qu'on pourrait croire que certains logarithmes n'ont que quatre 
chiffres, tandis que d'autres en ont sept. 

Mais qu'on ne s'y trompe pas; chaque nombre isolé est censé 
écrit au-dessous de lui-môme, et vis-à-vis chacun des nombres 
de quatre chiffres qui sont dans la même colonne, autant de fois 
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qu'il est nécessaire poar que chaque ligne soit remplie : lors 
donc qu'on ne trouve, yis-à-yis un certain nombre, que quatre 
chiffres dans la colonne marquée 0, il faut écrire, vers la gauche 
de ces quatre chiffres, le nombre isolé de trois chiffres le plus 
prochain en montant. Au delà de 10000, les nombres isolés ont 
quatre figures, et les logarithmes ont huit décimales. 

Lorsque. deux nombres sont décuples Tun de l'autre , leurs 
logarithmes ont pour différence le logarithme de 10 qui es4 1, 
et, par conséquent» leur partie décimale est la même (374). Ainsi 
l'assemblage des deui premières colonnes, donUnous venons de 
parler, donne aussi, de dix en dix» les logarithmes des nombres 
compris entre 10200 et 108000. Pour trouver les logarithmes 
des nombres intermédiaires, il faut avoir recours aux colonnes 
marquées 1,2,3,4, etc. Ces colonnes contiennent les quatre 
dernières décimales des logarithmes des nombres terminés par 
les chiffres qui sont en tète de ces colonnes. Ainsi la colonne 
marquée contient les quatre dernières décimales des loga- 
rithmes des nombres, compris entre 10200 et 108000, qui sont 
terminées par un zéro, et en outre les nombres isolés dont nous 
avons parlé , et qui sont aussi censés placés à la gauche des 
chiffres que contiennent les autres colonnes. La colonne mar- 
quée li contient les quatre derniers chiffres des logarithmes de 
tous les nombres terminés par 1 ; la colonne marquée 2, ceux des 
logarithmes de tous les nombres terminés par 2 ; la colonne 
marquée 3, ceux des logarithmes de tous les nombres terminés 
par 3; et ainsi de suite jusqu'à 9. On a, par ce moyen, une table 
à double entrée, dans laquelle on consulte d'abord la première 
colonne, marquée N; et, lorsqu'on y a trouvé les quatre pre- 
miers chiffres du nombre dont on veut avoir le logarithme, on 
suit de l'œil la ligne sur laquelle ils se trouvent, jusqu'à ce qu'on 
soit arrivé à la colonne au haut de laquelle se trouve le cinquième 
chiffre du nombre donné ; alors on a sous les yeux les quatre 
derniers chiffres décimaux du logarithme cherché. Quant aux . 
trois premiers, ils sont exprimés par le nombre isolé qui se 
trouve, dans la seconde colonne, le plus prochain en montant. 
La dernière colonne contient les différences des logarithmes 
de deux nombres consécutifs de cinq chiffres et les parties de 
ces différences, c'est-à-dire les produits de ces mêmes différences 
multipliées par -^^ ^, ^, etc., jusqu'à ^. Ces produits for- 
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ment autant de petiles tables qu'il y a de dliTérences. Chacune 
de ces petites tables se trouve placée immédiatement au-dessous 
de la ditrérence dont elle indique les parties. Elle est divisée en 
deux colonnes par une ligne verticale : à gauche sont les nom- 
bres de dixièmes depuis 1 juî^qu*à 9; à droite et en regard sont 
les parties correspondantes. On verra plus loin quel est Tusage 
de ces tables. 

Mais comme, vers le commencement des tables, ces différences 
se trouvent trop nombreuses, et, par conséquent, trop près les 
unes des autres, elles n'auraient pas permis, si elles n'eussent 
occupé qu'une colonne, de placer les pelites tables des parties 
proportionnelles dans l'intervalle qui se serait trouvé entre elles. 
C'est pourquoi on les a disposées d'abord sur deux colonnes : 
la première de ces différences occupe la première colonne ; les 
deux suivantes, sans sortir de la ligne horizontale où elles doi- 
vent être placées, sont repoussées à droite, et occupent la se- 
conde colonne; les deux différences qui suivent se trouvent sur 
la première colonne, et les deux suivantes sur la seconde ; ainsi 
de suite. Dans les quatre premières pages on n'a placé les tables 
des parlies de ces différences que de deux en deux. 

Pour rendre ces explications plus claires, nous re^oduisons 
ici l'une des pages de la table de Callet. 
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L. 


B85. 






N. 





l 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


DIFF. 


7680 


885.3612 


3fi69 


3725 


3782 


3838 


3805 


3951 


4008 


4065 


4121 


57 


81 


4178 


4234 


4291 


4347 


4404 


4460 


4517 


4573 


4630 


4686 


1 


6 


82 


4743 


4800 


4856 


4913 


496< 


Ô026 


5082 


5139 


5195 


5252 


2 


11 


83 


5308 


5365 


5421 


5478 


5534 


)591 


5647 


5704 


5761 


5817 


3 


17 


84 


5874 


5930 


5987 


6043 


6100 


6156 


6213 


6269 


6326 


6382 


4 


23 


7685 


6439 


6495 


«552 


6608 


6665 


.721 


6778 


6834 


6891 


6947 


5 


29 


86 


7004 


7060 


7117 


7 m 


7230 


7286 


7343 


7399 


7456 


7512 


6 


34 


87 


7569 


7625 


7682 


7738 


7795 


7851 


7908 


7964 


8021 


8077 


7 
8 
9 


40 
46 
51 


88 


8134 


8190 


8247 


8303 


8360 


8416 


8473 


8529 


8586 


8642 


89 


8699 


8755 


8 12 


S868 


892Ô 


8981 


9037 


9094 


9150 


9207 




7690 


9263 


9320 


9376 


9433 


9489 


9546 


9602 


9659 


9715 


9772 




91 


9828 


9885 


9941 


9998 


















886. 








0054 


0110 


016' 


0223 


0280 


0336 




92 


0393 


0449 


0506 


0562 


0619 


0675 


0732 


07^8 


0844 


0901 




93 


0957 


1014 


10-0 


1127 


1183 


1240 


1296 


1352 


1409 


1465 




94 


1522 


1578 


1635 


1691 


174H 


1804 


1860 


1917 


1973 


2030 




7695 


2086 


2143 


2199 


2256 


2312 


2368 


2425 


2481 


2538 


2594 




96 


2651 


2707 


2763 


28:20 


2876 


2933 


2989 


3046 


3102 


3158 




97 


3215 


3271 


3328 


33^4 


3441 


i497 


3553 


3610 


3666 


3723 




98 


3779 


3835 


3892 


3948 


4005 


4061 


4118 


4174 


4230 


4287 




99 


4343 


4400 


4456 


4512 


4569 


4625 


4682 


4738 


4794 


4851 


, 


7700 


4907 


4;64 


50-20 


5076 


5133 


5189 


1246 


5302 


5358 


5415 




01 


5471 


5528 


2584 


5640 


5697 


5753 


5810 


5866 


5922 


5979 




02 


6035 


6092 


6148 


6204 


6261 


6317 


6373 


6430 


6486 


6543 




03 


6599 


6655 


6712 


6768 


6824 


6881 


6937 


6994 


7050 


7106 




04 


7163 


7219 


7275 


7332 


7388 


7445 


7501 


7557 


7614 


7670 




7705 


7726 


7783 


7839 


7896 


7952 


8008 


8065 


8121 


8177 


8234 




06 


8290 


sm 


8'»0! 


8459 


8515 


8572 


8628 


8685 


8741 


8797 




07 


8854 


8910 


8966 


9023 


9079 


9135 


9192 


9248 


9304 


9361 




08 


9417 


9473 


9530 


9586 


9642 


9699 


9755 


9811 


9868 


9924 




09 


9980 
























887. 


0037 


0093 


0149 


0206 


026? 


0318 


0375 


0431 


0487 




7710 


0544 


0600 


0656 


0713 


07b9 


0825 


0882 


0938 


0994 


1051 




11 


1107 


1163 


122<» 


1276 


1332 


1389 


U45 


1501 


1558 


1614 




12 


1670 


1727 


1783 


1839 


1895 


1952 


2008 


2064 


2121 


2177 




13 


2233 


2290 


2346 


2402 


2459 


2515 


2571 


2627 


2684 


2740 




14 


2796 


2853 


2909 


2965 


3022 


3078 


31. H4 


3190 


3247 


3303 




7715 


3359 


3416 


3472 


3528 


3584 


36'4l 


3697 


3753 


3810 


3866 




16 


3922 


3978 


4035 


409. 


4147 


4204 


4260 


4316 


4372 


4429 




17 


4485 


4541 


4598 


4654 


4710 


4766 


4823 


4879 


4935 


4991 




18 


5048 


5104 


.>160 


5217 


5273 


5329 


Ô385 


5442 


5498 


5554 




19 


5610 


5667 


5723 


o779 


58;i5 


5892 


5948 


6004 


6060 


6117 




7720 


6173 


6229 


6286 


6342 


6398 


6454 


6511 


6567 


6623 


6679 




21 


6736 


6792 


6848 


6904 


6961 


701? 


7073 


7129 


7185 


7242 




22 


7298 


7354 


7410 


7467 


7523 


7579 


7635 


7692 


7748 


7804 




23 


7860 


7917 


7973 


8029 


8085 


8142 


8198 


8254 


8310 


8366 




24 


8423 


8479 


8535 


8501 


8648 


8704 


8760 


88' 6 


8872 


8929 




7725 


8985 


9041 


9097 


9154 


9210 


9 66 


9322 


9378 


9435 


9491 




26 


9547 
838 


9603 


9659 


9716 


9772 


9828 


9884 


9941 


9997 


0053 




27 


0109 


0165 


0222 


0278 


0334 


0390 


0446 


0503 


0559 


0615 




28 


0671 


0727 


0784 


084U 


0896 


0952 


1008 


1064 


1121 


1177 




29 


1233 


1289 
1 


1345 
2 


1402 
3 


1458 
4 


1514 
5 


1570 
6 


1626 
7 


1683 
8 


1739 
9 




N. 










Alg. B. Ire Partie. 
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On voit dansk la table, à gauche de la colonne N, deux autres 
colonnes, que nous n^avons pas reproduites, parce qu'elles* ii*ont 
aucun rapport avec la théorie des îogairiihmes». 



f.V. Csage dés tables defogadtlkQMs. 

897. ProAlèms I. Un iMtnAre qi^kêl^nqui^ iumt denné, trouver 
son logarithm$y par l» mogetp dès mblè^. 

Le nombre donné peut élre entieiî eïi pibs peât que 1:08€00; 
ou bien y H peut* être décimal, ses chiffres formant^ aftstractioi 
faite de'lb virgiule» unt nombre* moindre q;uie 108000, On naœène 
ce seconrf cas au premier ; et Ton consîcKlFe d^abord le nombre 
comme â'il était entier, sauf àr dbnner ensuite à son logarithme 
une caractériistiq]!^ eonveiiablb;* 

1*' Cas. Si le ninnbre donné est tiiaiiidi?6 q^ 1200, on le trou»- 
vera dans Ia« première ehiUsdey p^trmr te$ nenAres" natunels' qui 
sont dans les colonnes^ movqjaées» N.> Ee Aonibre quTon trowren 
à sa droite, sur lei métne lignef,. et doiid las eisboiiine suivamtc^ in- 
titulée Log;^ serai la n^artie décimaile dé saa logasriilhme; qu^nt 
à la caractéristique qlui convient à ce logarithme, elle est tou« 
jours égale è. 0, l, i ou d, selon que Ib premier «bnlTre signifi* 
^atif du nombre exprime dés unités simples, des dizaine^ des 
eentaines ôu dès< mitle. 

2» Cas.. Si le ffomfeire dsonné est compris entre 1020 et lesoa, 
on le cherchera d'ans la tiable qui vient après la chiliade I; el 
l'ayant trouvée, dans^ lia colonne intitulée N, on consultera la co* 
lonne sulvantle, marquée 0. Si Ton y voit sept chiffres de fi'ont 
dans 1 alignement du nombre naturel, on aura t^ut d*un coup 
la partie' décisnale dci k)gariihme cherché. Miai», si Ton n'y 
trouve qiae quatre figures y elles donneront lies q^iatre dernierf 
chiffres die la même partie décimale^ en6uitc!ôii:reiii«Krqueraf qu'il 
règne, à Ifeurgamcliiie, uiïc marge ou espace blanc; on suivra 
cette marge en montant ; et le premier nombre de trois chiffres 
qu'on y rencontrera,, exprimera l^s ti'oispi'caiiières^ ligures delà 
partie décimale du logarithme chercha. ÊcrivniU donc ce Dom- 
bre vers la gîauche des quatre cliiifire» qai'ori a déjà trouvés, oft 
aura un nombre de sept chiffres comme ci-dessus: enfoonf 
joindra une caFactéristique-conv^niabl^îf. Par exemple, à côté de 
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7680, je trouve 8853612 sur la même Irgne et dans la colonne 
marquée 0; j'ai donc, tout d*un coup, la partie décimale du lo- 
garithme que je cherche; il ne me reste plus qu*à y joindre la 
caractéristique 3. Si le nombre était 7,680, la caractéristique 
serait zéro; elle serait 1, si le nombre était 76,80; 2, s'il était 
768,0. A côté de 7695, dans la colonne marquée 0, je ne trouve 
que 2086 ; mais, en suivant la marge, le premier nombre que je 
rencontre, en montant, est 886; mon logarithme est donc 
3,8862086. Si le nombre avait cinq ligures, et qu'il fût moindre 
que 108000, on trouverait de même son logarithme. 

3* Cas. Si le nombre est compris entre 10800 et 108000, il a 
le plus ordinairement cinq chiiTres significatifs; on fera, pour 
un instant, abstraction du dernier, et l'on cherchera, comme ci- 
dessus, le nombre qu'expriment les quatre premiers. On suîr"*> 
de Tœil la ligne sur laquelle on l'aura trouvé, en la parcourant 
de gauche à droite, jusqu'à ce qu'on soit dans la colonne, en 
haut de laquelle est écrit le cinquième chiffre dont on a fait 
abstraction. Les quatre figures qui sont, tout à la fois, dans 
l'alignement des quatre premiers chiffres du nombre donné, et 
dans la colonne qui répond au cinquième, exprimeront les qua- 
tre dernières décimales du logarithme de ce nombre. Quant aux 
trois premières, on les trouvera, comme ci-dessus, en remon- 
tant le long de la marge de la colonne intitulée 0. Soit, par 
exemple, 772,37 dont on veut le logarithme; je cherche 7723 
dans la colonne N, je ne vois rien dans son alignement à la 
marge de la colonne 0; mais un peu plus haut, je rencontre 887 
dans celte marge, je parcours la ligne du nombre 7723, et je 
m'arrête à la colonne marquée 7, sur laquelle (dans l'aligne-* 
ment de 7723} je trouve 8254. La partie décimale de mon loga- 
rithme est donc 0,8878254; et ce logarithme est 2,8878254. Si 
le nombre était compris entre 100000 et 10800(^ on trouverait 
de même son logarithme. 

KTS. Cas ou le nombre i>onné n'est pas dans la table. Les 
espliCAtions très-détaiJIées , qui précèdent, donnent le moyen 
de trouver le logarithme d*un nombre entier moindre que 
108000,^ et celui d'un nombre décimal, dont les diîffres, abstrac-^ 
tion faite de la virgule, expriment un nombre inférieur à cettov 
limite. Pour trouver les logarithmes des nombres plus grands,^ 
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on remarque qu'en divisant ces nombres par une puissance con- 
venable de lOy on pourra toujours les réduire à être compris 
dans les limites de la table. Or, une pareille division diminue un 
logarithme d'un nombre entier d*unités (574), et ne change 
pas, par conséquent, sa partie décimale. Le problème se réduit 
donc à trouver le logarithme d'un nombre qui n'est pas entier et 
qui est inférieur à 108000. 

Pour cela , on admet qm, dans des limites peu éloignées^ V accrois- 
sement des logarithmes est proportionnel à celui des nombres. 

Soit, par exemple, un nombre 76807,753; on dira: 

le logaritme de 76807 est 4,8854008 ; 
celui de 76808 est 4,8854065; 

leur différence, indiquée dans la table, est 57 (unités décimales 
du septième ordre); par conséquent, lorsque le nombre aug- 
mente d'une unilé, son logarithme augmente de 57 ; si donc le 
nombre augmente seulement de 0,753, son logarithme augmen- 
tera d'une quantité a?, déterminée par la proportion 

1 57 



0,753 a? ' 
d'où 0?= 57X0,753. 

Ainsi, pour avoir x, on muUiplie la différence tabulaire par la 
partie décimale du nombre donné. 

Dans la multiplication de 57 par 0,753, il ne faudra prendre 
que la partie entière du produit ; car la partie décimale exprî- 
meîait au plus des dixièmes d'unités du septième ordre, c'est- 
à-dire des unités du huitième ordre, que Ton néglige dans la 
valeur des logarithmes. 

Pour multiplier 57 par 0,753, on le multipliera successive- 
ment par 7, 5 et 3; ces produits se trouvent tout calculés dans 
le tableau placé au-dessous de 57, dernière colonne à droite de 
la table. Ils sont réduits aux chiffies que Ton doit conserver, en 
supposant que le multiplicateur exprime des dixièmes. Ainsi, 
vis-à-vis de 7, on trouve 40, au lieu de 39,9 qui serait le produit 
exact; vis-à-vis de 5, on trouve 29 au lieu de 28,5; vis-à-vis de 
3, on trouve 17 au lieu de 17,1. Dans le cas actuel, 5 exprimant 
des centièmes, le produit correspondant sera 2,9, auquel on 
substituera 3 : 3 exprimant des millièmes, le produit corres 
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pondant devra être divisé par 100; il exprimera alors 0,17, et on 
le négligera. [ 

La valeur de x sera, d'après cela, 43; et, pour avoir le loga- 
rithme demandé, il faudra ajouter au logarithme de 76807, 
43 unités du septième ordre; ce qui fera 4,8854051. 

Si Ton voulait le logarithme de 76807753, il serait évidemment 
7,8854051. En général, pourvu que Ton conserve les mêmes 
chiffres, dans le même ordre, à quelque place que l'on mette 
la virgule, la partie décimale du logarithme reste la même. 

Remarque. On dispose les calculs de la manière suivante: 



Nombre. 
76807 


Logarithme. 
• . 8854003 




7 


40 




5 


2 


9 


3.... 


• • 


17 



Log 76807,753 = 4,8854051 

Dans radditiouy on n'écrit pas les sommes partielles prove- 
nant des chiffres situés à droite de la ligne verticale; on ne 
conserve que les retenues qu'elles peuvent donner pour le sep- 
tième ordre. 

579. Problème II. Un logarithme étant donnée trouvery par le 
moyen des tables, le nombre aiiquel il appartient. 

1^'Cas. Si le logarithme, abstraction faite de la caractéris- 
tique, se trouve parmi ceux de la première chiliade, on aura 
sur-le-champ le nombre qui lui correspond; ce nombre sera 
dans la colonne marquée N, qui précède immédiatement celle 
qui contient le logarithme donné, et dans l'alignement de ce 
logarithme. Après l'avoir écrit, on placera la virgule, de ma- 
nière que le nombre ait un chiffre entier de plus qu'il n'y a 
d'unités à la caractéristique (373). 

Exemples : 2,17026172 = log 148; 

0,06781451= log 1,169. 

2« Cas. Si le logarithme ne se trouve pas dans la première 
table, on cherchera les trois premières décimales de ce loga- 
rithme parmi les nombres isolés que l'on voit dans la colonne, 
amrquée 0, de la seconde table ; et les ayant trouvées, on cher. 
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lâtera les quatre dernières figures du logaritlime parmi les 
nombres de quatre chiffres, qui sont dans cette même colonne, 
en descendant. Si Ton trouve ces quatre dernières flgures, on 
Terra le nombre cherché dans la colonne marquée If, et sur 
ileur alignement. On écrira ce nombre, et l'on donnera à la vir- 
gule k place que lui assigne la caractéristique du logarithme. 

EXEKPLfis: 4,8872796 = log 77 140, 

a>88637 79 = log 769,8. 

3* Cxâ. Si Ton ne trouve pas, dans la colonne aiarqoée ô, les 
quatre dernières figures du logarithme donné, on s'arrêtera à 
celles qui en approchent le plus en moins; on suivra la ligne sur 
laquelle on se sera arrêté, en la parcourant de gauche à droite; 
et, si Ton trouve daos cette ligne les quatre dernières figures 
du logarithme donné, on suivra, en montant ou en descendant, 
la colonne dans laquelle Vh les aura trouvées ; le chiffre qu'on 
verra à la tète et au pied de cette calontie, sera la cinquième 
l^trre iu norjmbiie cherché, dont les qualité premières se trou- 
veront, oOttnOieci^dessus, da<ns «la oolonne marquée H. 

V&xi-Km «avoîp, çmr exemple, à quel nombre appartient le 
logarithme qui a, pour partie décimale, 8871276 î je cherche 
887 parmi les nombres isolés de la colonne marquée ; je par- 
tïours, eïi desc€?ndant, la même cotonne, et je trouveique 1107 
approche le plus m moim èe 1276^ je suis la ligne ^iii cm»- 
flience par 1107, et jje trouve 1276 sur celte ligne; je monte 
dans la colonne ^ui contient 1276, je trouve le chifîre 3 à la télé 
de cette colonne ; je viens à 1276, et je vois que la ligne, où il se 
trouve, répond au nombre 7711; j'écris ce nombre, et à sa 
droite le chiffre 3 que j'ai déjà trouvé : ce qui me donne 77113. 
^'est ^le nambre qu'il fallait trouver. Je .place ensuite convcna- 
i)l6niènt la virgule, d'après la valeur de la earactérïstique. 

Exemples : 4,8871276 2=:log 7^118*; 

a>8871276 = lQg 771,13. 

4* Cas. Si le logarithme donné ne se trouve dans aucun des 
%^^ précédents, p6«r avoir le nombre auquel il appartient on 
^herclierâ^coii}n]ie^desstis<3* Cas), lelc^rithme qui en^ip- 
tO'ache te plus $n wrwms. On cher^ïbera le nombre entier 4»f- 
l^pondant; ce «lambr^^et ie suivant couQU^Bdit^n t. le nombre 
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de$inatiiâé,>etl'€ix cherchera la diff^pence avec un de ces noiQhres 
entiers, à l'aide de la proporlion admise (578). 

Exemple. Soit à chercher le nombre dont le logarithme a, 
pour partie décimale, 8870282. On trouvera, comme il a élé dit, 
que ce logarithme est compris entre 8870262 et 8870318, qui 
correspondent aux nombres 77095 et 77096; la différence de 
ces deux logarithmes, indiquée dans la table, est 57 unités du 
dernier ordire; et le logarithme donné surpasse le plus |H9tit des 
deux de 20 unités du môme ordre. On dira donc : à une diffé-^ 
rence 5.7,entre les logarithmes correspond une différence 1 entre 
les nombres,; donc, à une différence 20 entre les logarithmes 
doit. correspondre,, entre .les non>hiea, une diiîérenoe x détei- 
minée par la .pf ofn^i^Uon 

^ — 1. 

20"~a?' 

20 
d'orfi Fonconclut, a; = -:; et, par suite, le nombre cherché est 

20 

77095 -T'Tny ^^7 ^ réduisant en dé<jimales,77095,as. 

.Ainsi, pour avoir x, il faiU diviser la différeme entre le loga0' 
rithme donné et le pliùs petit de ceux qui le.comprennent p,ar la.di/fér- 
rence tabulaire. 

Rekiarque I. Si Ton retranche l'un de l'atïtpe ies -deux loga- 
rithmes consécutifs 8870262 et 8870318, on ti'ouve «pour dif* 
férence ^6 et non 57. On peut adopter néanmoins la dififé- 
rence 57 donnée par Callet, qui, à cause des chiffres décimaux 
non écrits dans la table, est peut-être aussi près de la véritable 

JEIëmarque IL On peut, à l'aide de la petite .table dea vm^ 
prqporlioaneUes, effectuer la réduction de ^ en décin^leç. On 
y cherche, dans la colonne de droite, le nombre gui approche 
le plus de 20 en moins; on trouve 17, qui correspond à 3; 3 est 
le chiffre des dixièmes du nombre cherché. Comme il reste 
encore (de 17^ iiQ) ^, unités ^dutseptiènieordjfe, on les conver- 
tit en 30 unités du huitième ordre; on cherche de nouveau, 
dans -la ooloiine de droite, le nombre qui approche le ^^us 
de 30, «itie.ehiff're ^, qui est À gauche de 29,<est.le chiffre d«6 
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Remarque III. On dispose le calcul de la manière suivante : 

Logarithme. Nombre. 

8870282 

8870262 77095 

20 35 

4,8870282 =:iog 77095,35. 

Si Ton voulait le nombre qui a pour logarithme 5,8870282, 
il serait évidemment 770953,5. En général, après avoir trouvé, 
comme ci-dessus, les sept chiffres consécutifs du nombre de- 
mandé, en faisant abstraction de la carac^téristique du loga- 
rithme, on place la virgule, de manière à séparer, sur la gauche, 
un nombre de chiffres supérieur d'une unité à celte caracté« 
ristique. 

580. Remarque IY. Nous ne pouvons pas indiquer ici la 
limite de Terreur que Ton peut commettre, en supposant l'ac- 
croissement des logarithmes proportionnel à celui des nombres. 
Nous ferons observer seulement, que Tinspectton des tables 
montre que cette proportionnalité est à peu près exacte dans 
des limites assez écartées. La différence de deux logarithmes 
consécutifs varie, en effet, très-lentement; et, au degré d'ap- 
proximation que donnent les tables, elle reste souvent con- 
stante pendant plusieurs pages; il en résulte évidemment que, 
pour les nombres entiers compris dans ces pages, l'accroisse- 
ment des logarithmes est proportionnel à celui des nombres. 

Lorsque l'on emploie cette proportion pour compléter le loga- 
rithme d'un nombre (578), l'erreur ne porte que sur les unités 
décimales d'un ordre inférieur au septième. Lorsqu'on l'applique 
à la recherche du nombre correspondant à un logarithme donné 
(579), elle ne peut fournir, au degré d'approximation des tables, 
que deux chiffres au plus, en sus des cinq chiffres que donne la 
lecture directe. 



$ VI. Application de la théorie des logarithmes. 

581. Moyen d'effectuer la multiplication, la division, etc. 
Lorsqu'un nombre inconnu résulte de multiplications, divi- 
sions, élévations aux puissances ou extractions de racines, effcc- 
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tuées sur des nombres donnés, pour délerminer sa valeur, on 
cherche celle de son logarithme, qui résulte d'opérations beau- 
coup plus simples. Le logarithme étant connu, on détermine le 
nombre cor spondant, comme il a été dit (570). 

Exemple. Calculer Texpressioû : 

_ ^36976T^xy2629 
" V^62o8,96» 

On a, d'après les principes (365) et suiv. : 

log »= hog 36926,5 + l log 2629 - | log 6258,96. 
7 o o 

On cherche les trois logarithmes dans les tahles, et on effectue le calcul i 

V 86926 5673323 

5 59^ 

log 36926,5= 4,5673382 
3 log 36926,5 = 13,7020146 
? log 36926,5= 1,9574307 

2» log 2629 = 3,4197906 

i log 2629 = 0,6839581 

5 

3* 62589 7964980 

6 ^ 42_ 

log 6258,96= 3,7965022 
2 log 6258,96= 7,5930044 

|log6258,96= 2,6310015 

log X = 0,1103873 

1103873 

1103540 12893 

333 «9 

Donc: «=1,289399. 

382. Cas ou quelques uns des nombres donnés sont plus 
PETITS QUE l'unité. D'après nos définitions, les nombres plus 
grands que Tunité ont seuls des logarithmes. Il est donc essen- 
tiel que les nombres, sur lesquels on opère, remplissent tous 
cette condition. Or on pourra toujours faire en sorte que cela 
ait lieu; car, si Ton a à multiplier un nombre par un nombre a 

inférieur à Tunité, on pourra le diviser par le nombre -, qui 
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€st plus grand que 1; et^ si Ton a à le divieerf ara^ onpoonra 
le multiplier, au contraire, par-. 

Exemple. Calculer Texpression : 

on écrit: -= (V^)^ 

€t l'on a : log a = | (log 13572 — log îî). 

Or on trouve : log 13572 = 4,1 32 W 30 

log 11 = l,0'*13ft27 



log 13572 — log 11 =3,0912512 
$ (log 13â72 — log ÎI) = 6, 1825024 

loga?= I (log 13572-lçg 11) = 2,0608341 

0608341 

0608111 11503 

230 608 

Donc: »= 115,03608. 

583. Cas ou le nombre a calculer est moindre que l'unité. 
Si le nombre à calculer était lui-même moindre que 1, nos défi- 
nitions ne lui assigneraient pas de logarithme. Dans ce cas, on 
le multiplierait, au préalable, par une puissance de 10 assez 
grande, pour que le produit surpassât l'unité ; on appliquerait 
alors la méthode précédente, et l'on diviserait le résultat par 
cette puissance de 10. 



Exemple. Calculer l'expression : 



Comme x est plus petit que I, on le multipliera par 10", j», devant être dé- 
terminé plus tard; et l'on aura : 



V37o^" 10000 "" y^ 



luouu 7375.x leooo 



*W42 
€t, par suite, 

log (lt)«Xi)^n - |<log 375+'log 10960 -^logm^fl. 
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0,4i74202 
0,427-4050 

152 


94 


iÛ»ss2,«76594; d'où 


«sC|,2e7£596. 
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Or on trouve : log375 = Î,5?40313 

log 1 0000 = 4, 
log 5142 = 3,711 1321 
iog575+ log 10000 ~log 5142 = 2,8628992 
i (lQg3754- log lOOOO-log 5142) = 0,5725798. 

On voit qu'il suffira de prendre n = 1, pour que la soustraction puisse s'effec- 
tuer. On aura donc : 

log 10a? = 1—0,5725798=0,4274262. 
On calcule ensuite le nombre correspondant : 



Aittsi: 



S VII. Des caractéristiques négatives. 

584. DÉFINITION DE LA CARACTÉRISTIQUE NÉGATIVE. "NoS défi- 
nitions n'assignent pas de logarithmes aux nombres plus petits 
qvte trQnité; et, pour éhdBâre jusqu'à eux le hénéOce de ce j^ro- 
cédé abrégé de calcul, adus venons devoir (535), qu'on doiLlâs 
rendre supérieurs à 1» en les multipliant par une puissance con- 
i^ssable de 10. liais ce n'est pas ainsi que Fou procède ordinai- 
rement darËS la pratique. On ne change pas les nombres 
fiftoiDâBesqiuerumlé; on définit, par nne convention formelle, 
les ttogarJthEEiesde ces nombres, et Ton démontre que les pro- 
^riéiéEs, «dont jo43i&sent les logaritlimes ordinaires .(n"" 56tf et 
^uiv.), s'étendent sans •modifications .aux logarithmes noun^eaux. 

I^our 'définir le logaristlime d'un nombre A inférieur à l'unité, 
ik^m pemarquerons qu'on peut toujours jnuUi plier Â par une 
^Dfirfeaine poissance n de 10, choisie de telle maiûèrje que le pro- 
duit soit plus grand que 1, et ait par conséquent ,un logarithme 
(5o7). Or on a vu (574) que, lorsque l'on divise par 10* un 
nonflbrephis grand que 10", la partie décimale de son loga- 
rithme ne change pas, mais la caractéristique (qui e&t an moins 
Sgale à n), e^t diminuée de n unités. On convient d'^éteniAre ce 
ftéorème aux nombres plus petits que 10», lesquék, 'petr la 
division, deviennent infferieurs à ÎHinité, et de nommer 4og&~ 
rithme de A le logarîtkme*deX^ X 10*) é^mhmé&e'n mritée. 
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Exemple. Quel est le logarilhme de 0,0076807753? 

Si, pour fixer les idées, on multiplie ce nombre par 1000, de 
manière à le rendre plus grand que 1 et plus petit que 10, le 
produites! 7,6807753, et son logarithme est (378) 0,8854051. 

On devra retrancher 3 du résultat pour avoir le logarithme 
cherché. Ainsi, par définition : 

log 0,0076807753= 0,8854051— 3. 

Comme 3 est un nombre entier, on le retranche de la caracté- 
ristique qui devient négative, et la partie décimale reste posi- 
tive. On écrit d'ailleurs ainsi le résultat : 

log 0,0076807753 ="3,8854051. 

Si pour rendre un nombre A plus grand que I et plus petit 
que 10, il faut le multiplier par 10*, la caractéristique du pro- 
duit, qui est zéro, devient — n après la soustraction. On en con- 
clut aisément, que la caractéristique négative du logarithme (Tun • 
nombre inférieur à Vunitéy contient un nombre d'unités égal au 
rang qu'occupe^ à partir de la virgule ^ le premier chiffre significatif 
du nombre. 

t>85. Calculs relatifs aux nombres moindres que L*uNiTi. 
Il résulte de la convention, qui sert de définition aux logarithmes 
des nombres inférieurs à l'unité, que Von calcule la partie dé- 
cimale de ces logarithmes d'après les règles posées (577 et 378), 
c'est'à dire en faisant abstraction delà virgule^ et que Von donne etir 
suite au résultat une caractéristique négative y dont la valeur estégale 
au rang du premier chiffre significatif du nombre après la virgule. 

Inversement, on calcule les chiffres du nombre correspondant 
à un logarithme dont la caractéristique est négative^ d'après ks 
règles posées (570 et 580), cest-à-dire en faisant abstraction de la 
caractéristique; et Von place ensuite la virgule^ de manière que le 
rang du premier chiffre significatifs à partir de la virgule^ soit égal 
au nombre d'unités de la caractéristique. 

586. Extension des propriétés des logarithmes au cas 00 
les nombres sont moindres que l'unité. La propriété fonda- 
mentale des logarithmes consiste en ce que le logarithme dfun 
produit de deux facteurs est égal à la somme des logarithmes des 
deux facteurs. Nous allons montrer que cette propriété s'étend aa 
cas où les facteurs sont moindres que l'unité. 
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Soient deux nombres. A', B, tous deux inférieurs à 1 : soient 
10' et 10* les puissances de 10^ par lesquelles on doit les multi- 
plier, pour qu'ils deviennent plus grands que 1 et plus petits 
que 10. Les logarithmes des deux produits seront compris entre 
et 1 (375) ; de sorte qu'en les désignant par 0,a et 0,5, on 

aura : 

log (AxiO')=0,a, log(BxiO«) = 0,6. 

Il résulte alors de la définition (584), que : 

log A=0,a— p, log B=0,6— g; 

et par conséquent, 

logA+logB=0,a+0,6-p-g. [1] 

D'un autre côlé, la propriété fondamentale (5Co), appliquée 
aux nombres (Ax 10') et (Bx 10«), plus grands que 1, donne : 

logj(AxiO')(BxlO»)}=log(AXlO')+log(BxiO«), 

ou log(ABxlO'^«)=0,a+0,6; 

et par suite, si l'on applique au nombre AB, qui est plus petit 
que 1,1a convention (584), c'est-à-dire, 

log AB=log (ABX lO*^»)— (p + g), 
on en conclut : 

logAB= 0,a+0,b—{p+q). [2] 

Comparant enfin les égalités [1] et [2], on en tire : 

logAB=logA + logB. [3] 

C'est ce qu'il fallait démontrer. On démontrerait la proposition, 
dans le cas od l'un des nombres A, B, serait plus grand que 1, 
en suivant une marche analogue. 

La propriété fondamentale étant ainsi étendue à tous les cas, 
les autres propriétés des logarithmes (568, 569, 570), se trou- 
vent, par cela même, généralisées : car elles sont des consé- 
quences de la première. 

587. Règles de calcul pour les opérations a effectuer sur 

LES LOGARITHMES A CARACTÉRISTIQUE NÉGATIVE. Un logarithme, 

à caractéristique négative, doit être regardé comme un binôme 
de la forme(— a+6), dans lequel — a représente la caracté- 
ristique et b la partie décimale. Par conséquent, si Ton rencontre 
un pareil nombre dans une addition, on devra additionner la 
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partie décimale,, et soustraire la caractéristique. Si VojBk a^ au 
contraire, à le soustraire» on devra retrancb£ir la pat^e déci- 
male, et ajouter la caractéristique. 

Exemples. 

Addition. ^ostractibn. 

2,7396452 3,5236729 

3,6854^86 2,7854831 

2,6734895 2,738199^ 
1,0985733 

Si l'on a à multiplier un nombre, à caractérislifns négolive» 
par un nombre entier, on multiplie séparément la partie déci- 
male et la caractéristique par le multiplicateur^ et Ton fait en- 
suite h réehiGtioo. 

Exemple. 

MoItipIfcatibD. 
M936738S 

24 

3^7469544 
178734772 

21,44817264 
— 72 - 

Le produit est : Tl ,448 1 726à. 

S'il s'agit d'une diviiâon par un nûmbre entier, on divise d'a- 
bord la caractéristique négative du dividende par le diviseur ; et 
si la division se fait exactement, on achève l'opéralioD, en divi- 
sant la partie décimale. Mais, si la caractéristique du dividende 
n'est pas exactement divisible par le diviseur, pour conserverau 
quotient la fcrmequ'a le dividende, on prend le quotient par 
excès; on obtient ainsi la caractéristique négative du quotient, 
et un reste positif, que l'on ajoute à la partie décimale du divi- 
dende ; et en divisant la somme par le diviseur, on trouve la 
partie décimale positive du quotient. 

Exemples. 

Division : !•' cas. Diviaioii : 9* cas. 

12,7328642 6 13,2672^5815 



212,1221440 313,4534591 
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lifrpramicv eas s'a. pa& besoin d'explication. Quant au aeconâ^ 
on remsxcgxe que, 13 n'étant paâ divisible par 5, et le plus petit 
nombre, supérieur à 13 et divisible par 5, élant 15, on peut 
écrire le dividende sous la forme — 1 5 -|- 2,2672958 ; que le quo- 
tient de — iâ par 5 est — 3, et que celui de 2,2672958 par 5 
est 0,4534591 ; que par suite, le quotient complet est 3,4534591. 
Ce. résultat s'obtient évidemment par la règle énoncée plus haut. 

388. Appogation. Ces conventions nous permettent d'appliquer les procédés 
ordinaires du calcul des logarithmes, dans le cas où certains nombres sont 
moindres que l'unité, sans qu'il soit nécessaire de les rendre, au préalable, plus 
grands que 1. Reprenons, en effet, le calcul du n° 383. On demande de cal* 
culer Texpresslooi : 



^s/àx'> 



,5142. 

On a ; log. « = ? (^log ^ + log 0,5142^., 

Or : log ô^= log 1 - log375 =0 — 2,5740313 =*3,425968T ; 

àlb 

puis log 0,5142 ="1,7111321; 

donc : ^^«^.■*" ^°^ ^^^^^ ="3*1371008, 

et i Aog ^ + log 0,5142 j =î.4274202. 

Par suite, le nombre correspondant est : »= 0,2675594. 



S VIII. Emploi des compléments. 

589. DÉFINITION. On Sii^peWe complément d'un nombre N à 10, 
la différence 10 — N. Si le nombre N est positif et plus petit 
que 10, les chiffres du complément sont les compléments à 9 des 
chiffres de N, à l'exception du dernier chiffre significatif de 
droite, qui est le complément à 10 du dernier chiffre de N. 

Exemples. G* 3,72543 = 6,27457, 

C 7,28540 = 2,7 1460. 

Si le nombre est positif et plus grand que 10, on obtient la 
partie décimale du complément d'après la même règle ; et pour 
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avoir la partie entière^ on retranche 10 de la partie entière da 
nombre, on ajoute 1, et on donne au résultat le signe — . 

Exemple. C* 12,7258 = 3,2742. 

Car on a à soustraire de 10 le nombte 12,7258 (587). 

Si le nombre N a une caractéristique négative, on ajoute à 10 
celte caractéristique , changée de signe, en la diminuant d'une 
unité, et l'on écrit, à la suite, le complément de la partie déci- 
male. 

Exemple. C'"3,74652 = 12,25348. 

Car on a à exécuter l'opération 10 + 3 — 0,74652. 

590. Usage des compléments. Lorsque, dans les calculs loga- 
rithmiques, on est conduit à faire une soustraction, on la trans- 
forme le plus souvent en addition , à l'aide des- compléments. 
On a, en effet, identiquement : 

a — &==a + (10 — 6) — 10. 

Il suffit donc, pour calculer la différence (a — &), d'ajouter à a 
le complément de 6, et de retrancher 10 du résultat. 

En général, pour calculer l'expression {a—b+c — d-[~^ -"/l» 
on la remplace par Tex pression équivalente 

(a + C*6 + c + C'd + e + C'/--- 30), 

dont la valeur s'oblient par une addition. 

2 

Exemple. Calculer la cinquième puissance de — . On a t 

log 2= 0,30103000 

log 37 = 1,56820172 
c* log 37= 8,43179828 

log^= 2,73282828; 

log (|j) ^ = 5 log ^ = 7 ,66414 1 40. 

6641414 

6641341 46146 

tT •; ;• 

Donc (jl) =0, 00:0C4614677. 
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S IX. Des différents systèmes de logarithmes. 

59i. Il y A UN nombre infini de systèmes de logarithmes. 
On peut choisir à volonté deux progressions, Tune par dîfifc- 
rence et commençant par zéro, l'autre par quotient et commen- 
çant par 1; elles fourniront un système de logarithmes, qui 
jouira de toutes les propriétés démontrées (n**36S et suiv.). 
Ces systèmes sont donc en nombre infini. Ils sont liés les uns 
aux autres par une loi très-simple, qui résulte du théorème 
suivant. 

592. Théorème. Le rapport des logarithmes de deux nombres 

est le même dans tous les systèmes. 

m 
En effet, soient Â et B deux nombres quelconques; et soit — 

la fraction, à termes entiers, qui, dans un certain système, re- 
présente le rapport de leurs logarithmes. Nous aurons : 

|2|^ = ^; d'où nlogA=«ilogB, [1] 

Or cette dernière égalité équivaut à : 

logA*=:logB«; d'où A* = B~. [2] 

Mais, si l'on considère un autre système de logarithmes, dans 
lequel les logarithmes soient indiqués par la notation log', on 
pourra prendre, dans ce système, les logarithmes des deux 
membres de l'égalité [2], et l'on aura : 

nlog'A = mlog'B, d'où ^^^'^^ [3] 

T^ •. lo^'A log A r,T 

Par suite: iSi^ = i4B- ^"^ 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. La démonstration précédente suppose, que le rap- 
port des deux logarithmes considérés est commensurable. S'il 
n'en était pas ainsi, on pourrait en considérer deux autres, aussi 
peu différents qu'on voudrait des premiers, et qui rempliraient 
cette condition : le théorème s'y appliquant, quelque rappro- 
chés qu'ils soient des deux logarithmes proposés, nous regar- 
dons, comme évident, qu'il s'applique également à ceux-ci. 
Alg. B. I" Partie. 20 
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595. Corollaire. On tire de l'égalité [4] ; 



[5] 



iogji logB 

Ainsi, le rqpport des logarithmes d'un mèine nombrj^j dam deux 
syslèmesM/férents, est le ndme^pour.taus les.rwmbrjes. 

■394. MoDUDE. Si, pour deux systèmes déterminés, onTepré- 
'sente ce rapport constant par M, on a : 

log'A=Mlp&A. [6] 

Par conséquent, lorsqu'on connaît les logarithmes detouslts 
nombres dans un certain système, pour avoir, les logaHthmes.dans 
un autre système, il faut multiplier les premiers par un nombre 
constant M. Ce nombre constant s'appelle le module du nouveau 
système parinapport au pfemier. 

^508. ^Base. Il rtsdlle duthéoi^ème prtcédent, qu'une- table \k 
logarithmes étant construite, rm -paurra en construire une se- 
conde, pourvu que l'on connaisse un seul dœ logarithmes du 
nouveau système. Car on tire de régalité [4] ; 

log'A = logAxîg|. [7] 

Si donc on connaît log'B, pour avoir le nouveau logariHnne 
de.A, il suffira.de multiplier log A par le rapport connu r-^n« 

Pour définir un système de logarithmes, on donne ordinaire- 
ment le nombre quia pour logaiilhme l'unité. Ce nombre se 
nomme la base du -système. 

.La base du système vulgaire est 10. 

596. Calcul du logarithme d'un nombre dans jun systemk 
quelconque. D'après ce qui précède, les tables de 'logarithmes 
Tûlgaires, calculées pour le casoù la base est 10, perntettent de 
calculer le logarilhtne d'un nombre dans un système queleon- 
qne. Proposons-nous, par exempte, de calculerfle logarithme de 
'76^8, dans^le système dont la baseost 12. Ont trouve, dans tes 
tables de Qallet, que, dans le système dont lalhaœe est 10, 

log 1698 = ^,8863779., lojg 12 = 1,07918125. 
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Dans le système dont la base est 12 , on a : 

log'.769ô:=5:r, logM2*=l. 

Donc(59S): a. = 3,8863779 X ^,,;^^^.,^ , 

ou a? =3,6012281^. 

597. Calcul de la base d'un système dans lequel oh cc^rait 
LE LOGARITHME d'un NOMBRE.- Proposons-Bous, par exemple, de 
trouver la base du système, dans lequel le logarithme de 25 est 
0,78321. On a 9 dans ce système, en désignant la base para;: 

log'a?=l, log'25 = 0,78321. 

Mais, dans le système vulgaire, on a : 

iog25=: 1,39794001, 

Donc (5»e).- .tog x^ ^l^r ^'^-^^***^' 
et, par suite, a? = 60^93759. 

EXERCICES. 

I. Quelle est la raison q d'une progression par quotient de 11 termes, dont 
le premier terme est 10, et dont le dernier est 100? Quelle est la somme S de 
cette progression? 

On trouve : q = 1,258925, S =447,5910. 

II. Quelle est la base x d'un système de logarithmes dans lequel 6 est le lo- 
garithme de 729 ? 

On trouve : » =3. 

III. Quelles sont les base^ commensurables, telles que le logarithme de 20 
soit comrnensurable ? 

On trouve qne la base est ^gale A 20^*^ p étant .entier, 

IV. Quelle est la base x du système dans lequel un nombre entier donné a 
«st égal à son logarithme ? ^ 

On trouve : x= '^fa, 

V. Résoudre le système : 

U^ 4-^2=02, log«+logy = ^. 

-On remarque que la seconde équation équivaut h xy-^ v^ï^; et Ton est ra- 
inené à un ^pio^lètne samu. 
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VI. Résoudre le système : 

«* + y*=aS logof+logyrr?. 
Môme méthode. 

VII. Calculer rexpression : 

^_ (^3226727)* 
(V^10732872)*' 
On trouve : x= 6439,743. 

VI IL Calculer l'expression : 

(•^0,000389672)*''* 
On trouve : a;= 0,006875045. 
IX- Calculer Texpression : 

^ 3/ - ■_ ■> 

>Ja+d\U 

dans laquelle a =4, 528627, b=21,72857,c= g, d=0,00875, c=4839 

On trouve : « = 3966,30. 

t/a' + ft Je 
X. Calculer l'expression : «= , y 

lOj/d — oe' 

dans laquelle a = 27,35825, b = 3,2782, c= ^^ d=38,54, e=0,003528. 

On trouve : a; = 0,3648341. 



CHAPITRE IIIo 

DES INTÉRÊTS COBIPOSÉS ET DES ANNUITÉS, 

§ I. Des intérêts composés. 

598, DÉFINITIONS. Lorsqu'un capital est prêté pendant uu 
certain temps, il produit un bénéfice que Ton nomme son 
intérêt. Le taux est l'intérêt que rapporte un capital de 100 fr. 
prêté pendant un an. Ordinairement le préteur reçoit, à la fin 
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de chaque année, les intérôts^?np/e5 de son capital. Mais lorsque, 
au lieu de toucher ses intérêts, il les ajoute au capital, à mesure 
qu'ils sont ichus^ le capital augmente, les intérêts grandissent 
chaque année; et Ton dit alors que le capital est placé à intérêts 
composés. 

Dans les formules c|ue nous allons démontrer, nous repré- 
senterons le capital prêté par G, le capital accru de ses intérêts 
composés par Â, et la durée du prêt (évaluée en années) par n. 
Nous désignerons par r l'intérêt rapporté par 1 franc en un an ; 
de sorte que r sera le centième du taux. 

3î)9. Formule générale des intérêts composés. Puisque 
l' rapporte r' par an, et devient, par suite (1 + r), au bout d'une 
année, un capital G deviendra, au bout du même temps, G(l+r). 
Ainsi, pour calculer ce que devient un capital, placé pendant un 
an, il faut le multiplier par (1 -f r). 

Ce capital G(l-|-r), placé au commencement de la seconde 
année, pour un an, deviendra donc G(l + r)(i+0, ouG(l-f-^)^ 
Gette nouvelle somme, placée pendant une troisième année, se 
multiplie encore par (l+r), et devient G(i+r)'.Et, en général, 
la somme placée, se multipliant chaque année par (l+r), de- 
vient après n années : 

A=G(l-|-r)\ [1 

G'est la formule des intérêts composés. 

400. GaS ou LE TEMPS DU PLACEMENT COMPREND UNE FRACTION 

d'année. Si la durée du prêt se compose de n années et de 

k jours, on calcule d'abord ce que devient le capital G, après 

n années, par la formule [1]. Puis, remarquant que 1 franc 

kr 
rapporte yen fe jours, à intérêts simples (t est le nombre de 

jours de l'année), on en conclut, que 1 franc devient, après ce 
temps (l + 'j)? et que A devient A n+yV Donc, en dési- 
gnant 'çar A' le capital cherché, et en remplaçant A par sa va- 
leur [1], ou a : 

A' = G(I + r)«(l + ^). [2] 

401. Problèmes. Ces formules servent à résoudre quelques 
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problèmes» pour lesquels remploi des togaritbmes est indis- 
pisnsablc. 

VQUôdevient une somme donnée G, placée à wn taux donné lOOr, 
p&ndantun temps donné? On emploie la formule [l] ou la for- 
mule [2], selon que le temps donné se compose d'un nombre 
e^^ictn d'années, ou qu'il renferme, en outre, on nombre h de 
jours. 

2° Quelle somme faut^ placer aujourdlhm, à un Uus donné 10O«r, 
pour obtenir une somme déterminée A, après um temps donné? Oh 
emploie encore l'une des formuies [I] et [S] ; et Tom a, sumii 
les cas ; 

[3] G.=rrxtrn» «u C« -, — nr- W 



(l+r)' 



(i+*)-(i+y)* 



3* Un capital donné G a été placé aujxmrd'kui; il a produit une 
somme donnée A, après un temps donné. Quel est Ickmx de Vvntéril? 
Si le temps est un nombre entier d'années, oa lice de la for- 
mule [ï] : 



'=</! 



(r+rj=y^^. [5] 

Mais, si le temps se compose de n années et de ft jours, il faut 
employer l'équation [2], qui est Ju (n-|- !)"*• degré par rapport 
à r, et dont la résolution apporlient à Falgèbre supémute; On 
peut, cependant, par quelques tâtonnements convenablement 
éhigéls, oÉrtenir promptemeïit une valieur approchée du taux, 
©n remarque, en effet, que, diaprés la formule, 



A=C(l+rr(l4-^), [2] 



le capital A augmente avec le taux r, et diminue avec lui. Si 
dfonc on donne à r une première valeur arbitraire r', et qu'on 
aikule^ par log^rltlimes, la vâteâr du/ second membre, en ttmh 
vera une valeur A^ plus grande que A, si r' est trop grand, et 
pîos* petite que A, si r' est trop petit. En comparant la valeur 
trouvée A' avec la valeur donnée A, on saura donc, si r' est plus 
. grà«id ou plus petit que fe taux incoïin». On choisira, d'après 
cela, une autre valeur pour r, laquelle donnera lieu à un nou- 
veau eakul et à une nouvelle eom^opaison; et, à Faîtfe deqivc!- 
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ques essais, on resserrera aisément r entre deux limites, qui 
en fourniront promplemenl une valeur approchée. 

4" Pendant combien. de» Umps ffiut-il placer un capital donné C, 
pour qu'il produise une somme déterminée A, à un taux donné lOOrf 
Gomme on ne sait' pas si le temps inconnu est ou n'est pas 
composé d'un nombre entier d'années, on n'a pas le droit d'em- 
ployer la formule [l], qui a élé construite pour le cas où n est 
entiiir. Cependant, si l'on en fait usage, on a : 

(1+*".)."=^; 

d'où l'on tire, en prenant les logarithmes des deux membres, et 
en divisant ensuite par log (1 + r) : 

logA-IogC 

Si le quotient de (logA— logC) par log (1 +r) est un nombre 
antier^, iL est èvidemmeniki nombre d'annéLescharohé;. car la 
formule [6] entraîne la formule [l]. Si le quotient n'est pas en- 
tier, il faut en conclure q|ie la. temps inconnu n'ostt pas^un 
nombre entier d'années. Cependant on peut prouver que, dans 
ce ca», là partier entière dit quotient esV la partie entihte dw temps 
inconnu. Car désignons par;? et (p.+ l),les deux nombres entiers " 
conséculifs qpi comprennent la fraction [6]; nous aurons : 

d'où l'on lire: 

;?log:(r-Fr)<logA-logG<(p+l)lôg(r-|ir); 

ou log(l+0'<log^<lbg(l + r)''+*. 

De là^, revenant aux nombres, on conclut : 

{^+ry<^<{\ + ^''\ ou CCl-Kr)-<A<C(r+rr*, [7] 

inégalilés qui prouvent le théorème énoncé* 

Si l'on veut maintenant connaître le nombre h de jours qui 
complèïentle temps cherché, on remarquera que la formule [2], 
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que l'on aurait dû appliquer dans ce cas, donne, en y rempla- 
çant n par p : 

logA=logC+plog(l+r)+Iog(l + ^) : 

lo,A-logG _ . ^^gP + T) 
«loû- log(l+r) =^+ log(I+r) • 

Or» est le plus grand nombre entier contenu dans , ,, , \ * 

Si donc on désigne par R le reste de cette division, Tégalilé pré- 
cédente pourra s'écrire : 

_R -O^' + fe) . 

^ + log(l+r)~^+ log(l + r) ' 
donc log(l + ^) = R. [8] 

On connaîtra donc le logarithme de (l + y)» et il sera facile 

d'en tirer (l +-7-) > et, par suite, &. 
Donnons maintenant quelques applications numériques. 

.402. Applications numériques. Exemple I. Calculer ce que devient un ca- 
pital de 8000 francs, au bout de 39 ans^ au taux de k^ pour 100 par an. 

Formule [1] : log A = log C + n log (1 +r). 

logC=log 8000= =3,9030900 

log (! + »•) = log (1,045) = 0,0191162904 
n log (1 +r) =39 log (1,046) = = 0,7455353 

log A= =4,6486253; 

d'où A=44527S19. 

Exemple II. Si Von avait placé 1 centime à 5 pour 100, au commencement de 
Vère chrétienne j que serait-il devenu, au commencement de Vannée 1 863, c'ert- 
à-dire pendant 18G2 ans? 

Formule [1] : log A =log C+ n log (l +r). 

log C = log (0,01) = = 2 

log (1 + r) =log (1,05) = 0,02118929907 
n log (l +r) = 1862 log (1,05) = = 39,3234475 

log A = = 37,323'4475; 
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d'où : A= 21059472 X 10'* francs (approximativement), 

nombre de 38 chiffres. 

Afin de représenter cette somme énorme sous une forme plus appréciable, 

calculons les dimensions d'une sphère en or, qui équivaut à la somme indiquée. 

31000 
La densité de l'or est 19,5, et le prix du kilogramme d'or est '—- — de franc. 

Désignons, pour cela, par x le rayon de la sphère en mètres ; son volume sera 

— r— ; son poids sera donc -77-- X 19500 kilogrammes; et, par suite, sa va- 

«3 o 

leur en francs sera -^5 — X 19500 X — 3—. On aura donc : 

4ir.f'«x 19500X31000 
^ = 27 ' 

et, par suite : x^ = 4nXl%0UX31000 ' 

log27= 1,43136376 

log A =37,32344749 

CMog4-10= 1,39794001 

CMogTt — 10= 1,50285013 

C» log 19500— 10 = "5,70996539 

O log 31000 - 10 = 5,50863831 

log «3= 28,87420509, 

log X = 9,6247^50; 

d'oil : « = 4214392 X lO*» mètres. 

Ainsi le rayon de la sphère vaut à peu près 4214392 kilomètres; et son vo- 
lume serait, par conséquent, plus de 290 millions de fois le volume de la terre. 

Exemple IIL Quelle est la valeur actuelle d'une somme de 7220 /r. payable 
dans 33 anSj Vintérét étant à 5 pour 100 par an? 

Formule [3] : log C = log A— n log (l f r). 

log A = log 7220 = = 3,85853720 

log (1 +r) = log (1,05) = 0,021189299 
n log (1 +r) = 33 log (1,05) = = ,69924687 

logG= = 3,15929033; 

d'où G = 1443',08. 

Et celte somme deviendra, par accumulation des intérêts à 5 pour 100, et pen- 
dant 33 ans, 7220 fr. 

ExEïfPLE IV. Une somme de 28895 fr. a été placée j il y a 73 ans : elle a pro- 
duit 250000 /r. Quel était le taux de Vintérét? 



Formule [5] : log (1 + r) -_-. ^"^^^^"^^ 
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log A =:log 250000 = 5,3979409 
log C = log 28895 = 4,4608227 

logA -loge = 0,9371173; 

log (1 + r) =0,01283722; 

d'où; l+r= 1,03000. 

Le taux de PiDtérôl est donc 3 pojr 100. 

Exemple V. En combien de temps un capital de 7700 fr, depten^il 42850 /r-> 
Ç intérêt étant à 4 pour 100 par an ? 

Formule [61: ^^ logA-lo.C 

log A = log 42850 = 4,6319508 
log C = log 7700 = 3,886'»907 



log A -loge =0,7454601, 

log (1 +r) = log (1,04) = 0,0170333. 

7454601 
Donc n est la partie entière duqaotient — '- :rp^-i'- ^^ trouve : 

U,U1 7Uu«>3 

n=43 ans, et R = 0,0130282. 
Donc, formule [8] : log (l -h y W 0,0130282; 

Par suite : 1 + ^=1 ,030453 . 

Delà: ^ = 0,030453, et fc = ^030453X365 ^^.^^ 

AÎDsi le tempa ciierché est 43 ans, 278 jours. 

§ Ih Des annuités.. 

403. DÉFiN.TiON. Une personne emprunte aujourd'hui une 
somme C, pour n années, au laux r pour un franc : pour s'ac- 
quitter, elle paye, à la Un de chaque année,, une somma délcr- 
minée a, calculée de manière qu'après n payements égaux à a, 
elle a tout remboursé, capital et intérêts composés. La sommeo, 
qu'elle donne ainsi annuellement, se nomme annuité. 

401. Formule générale des annuités. Proposon&HfiaB») de 
trouver la furiniile.qui lie le capital G, l'annuité a,. Iclaux r etla 
durée n du prêl. 

Première méthode. Si l'emprunteur attendait, pour opérer le 
rembourtement de sap.etle, la fin de là n* année, ildèvraiM 
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eetle époque (S9Ô),. G (l +r)". Mais il pay€, à la fin delà pre*- 
mière année, une première somme a; en avançant ainsi dis 
(n — 1) années ce remboursement partiel, il se libère d'une 
somme dont la valeur, dans le compte final, doit être égale à 
a (1 + ^)'*~* ; car elle aurait porté intérêt, pendant (n — 1) années^ 
entre ses mains, s'il l'avait gardée. De môme la somme a, payée 
à la fin de la seconde année, équivaut à une somme a (1 +r)'^^, 
payée à la fin des n années. On verra, de la même manière,, 
que la somme a, payée à la fin de ravant-dernière année, doit 
être comptée pour une valeur égale à a ( 1 + ^) ; et que la somme 
a, payée à la fin de la n* année, entre dans le compte final 
pour sa valeur a. On doit donc avoir l'équation : 

0(1 +rr=a(l +r)^^+a (i-|-r)«-«+ +a(l +r) + a. 

Gomme le second' membre, étant renversé, est la somme de» 
n termes d'une progression géométrique croissante, dont iepre- 
iBÎer terme est a, et la raison (1+r), on applique la formule [7] 
idan<'347, etroaarr 

ou, en chassant le dénominateur r„ 

a{(i + r)--.l} = Gr(lHrr)\ [2] 

Telle est la formule générale des anfinités. 

* 40S. Deuxième méthode. On peut obtenir cette formule d'une 
autre manière. L'emprunteur, reccTant aujourd'hui une somme 
G, doit, à la fin de la première année, G (1 +r); comme il rem- 
bourse alors une soiDme a, sa dette se réduit à^ G +r) — a. A 
la fin de la seconde année, cette dette s*est accrue des inlérôts 
d'un an; elle est donc devenue {G(l+r) — a} (1+r), ou 
C(I +r)' — a (C 4"^)» ^^^ îilors il rembourse une nouvelle 
somme a; ce qui réduit la dette à G (l + r)^ —a (1 +7-) — a. Il 
est évident, qu'à la fin de la troisième année, cette dette qui s'est 
augmentée dés intérêts d'un an, mais qui s'est diminuée d'unâ 
nouvelle annuité a,eBt égale àC (1+r)»— a(l+r)^— a(l4-rj— a.. 
Et,, à la fin de la n"* année, elle est égale à 

G (1 + r)''—a (1 +r)«-*'— .... — a (1 + r)— a. 
Or, k cefte époque, elle doit être nulle; iifaotdoBequeTexpre?-- 
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sion précédente soit égale à zéro ; et» par suite» que l'on ait 
l'équation : 

C(l+r}- = a(l+r)-»+(l(l+r)-»+....+a(l+r)+a, 

comme dans la première méthode. 

406. Remarque. On peut enfin arriver à la formule [1], sans 
avoir à sommer une progression par quotient. Supposons, en 

d 
effet, qu'un individu prête à un autre une somme -» pour n an- 
nées. Le débiteur devra payer, chaque année, l'intérêt simple 
- X r ou a; et, à la fin, il devra encore la somme empruntée 

-. Or, concevons que cet intérêt soit versé, au moment où il est 

dû, entre les mains d'une personne tierce, chargée de le faire 
valoir, cette dernière recevra ainsi, par annuités, n sommes 
égales à a ; et elle aura entre les mains, après les n années, tout' 

ce dont le capital - s'est bonifié pendant ce temps. Or cette aug- 
mentation du capital est - (1 +*•)* • Donc cette expression 

représente le total des annuités remboursées; et comme, par 
hypothèse, ces remboursements doivent acquitter la dette, on 
doit avoir : 

7(l+^r-^=C(l+r)% 

formule qui ne diffère pas de l'équation [1]. 

407. Problèmes. La formule [l] sert à résoudre quatre pro- 
blèmes différents, suivant que Ton prend pour inconnue l'une 
ou l'autre des quatre lettres qui y entrent. 

1® Quelle annuité a faut-il payer, à la fin de chaque année^ pour 
amortir , enn années, un emprunt donné C, et ses intérêts composés, 
le taux étant rpour 1 franc? La formule [1] donne : 

_Çr(l+5l- 

(1+r)"— 1 *■' 

Pour appliquer cette formule, on calcule d'abord (1 + r)" par 
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logarithmes; on en retranche Tunité, cequi donne le dénomi- 
nateur. Puis, à l'aide de la formule : 

loga=logCr4-nlog(l+r) — logj(l+r)* — l}, 

on calcule log a, el, par suite, a. 

2* Quelle somme G peut-on emprunter avjourShui^ en offrant de 
la rembourser j en n années ^ par n annuités égales à a, /c taux étant 
r pour un franc ? La formule [1] donne : 

r(i +r)* •■ •• 

Même observation que ci-dessus pour le calcul par logarithmes. 
S"* On emprunte aujourd'hui une somme G, au taux r; on se pro- 
pose de la rembourser^ au mx)yen d^ annuités égales à a ; pendant 
quel temps devra-t-on payer l* annuité? La formule [1] donne, en 
la résolvant par rapport à (1 -|- r)* : 



d'où Ton conclut 



î^+^)"=î^r' 



^^loga-log(a--Gr)^ 

iog(l-f-r) ^ ■' 



Le problème n'est possible, que lorsque (a — Gr) est positif ; 
car les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes réels. On voit, 
d'ailleurs, a priori, qu'il doit en être ainsi; car Gr représente 
l'intérêt simple du capital prêté ; et il est évident que l'annuité 
a doit être supérieure à cet intérêt, pour qu'on arrive à rem- 
bourser la dette. 

Si la formule [4] donne pour n un nombre entier, ce nombre 
résoudra la question. Mais si la division ne se fait pas exacte- 
ment, le problème est impossible. Cependant, on peut prouver 
que, dans ce cas, si l'on désigne par p c^ (p + 1) les deux nombres 
entiers consécutifs qui comprennent la fraction [4], un nombre p 
d'annuités n'acquitterait pas la dette, tandis qu'une annuité de 
plus serait plus que suffisante. En effet, puisque l'on a : 

^loff a— loff(a— Cr) ^ , , 
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on aura aînai : 

plog(l+r)<loga— log(a-Cr)<fp + l) log (1+r), 

ou log (l +ry <log 5^< log ( I + rr» ; 

et, par suite, (I + r)» < j^<(l + rr*- 
On peut encore chasser le -dénominatenr, porsqu'H -estposifff; 
ei il vient : (a — Gr) (1 ■\-ry<a <(o — Cr) (1 + r)»*» ; 
d'où l'on tire aisément : 

"'^'+;)^-^' <c (1 + ry, '^\(^+ry;^-^\ >^ ^^^.y^ 

Qes deux inégalités prouvent la proposition énofioée. 

On appliquera dune, dans tous les cas, la foninule [4]; elle 
donnera le nombre p des annuités à payer; s'il y a un reste, on 

calculera facilement la diïïerence, C (1 +r)'— ^ '^ "^^-^ ~ — L^ 

due au commencement de la (p + l)"' année; et Vim en liera 
Tobjel d'un payement spécial, ou d'iMie convention particulière. 

4** On emprunte aujourd'hui une somme G, et Von se propose de la 
rembourser y avec ses intérêts composés, en payant^ pendant n années 
une annuité a; quel est le taux de V intérêt? 

La formule [l] est, par rapport àr, une équation *u fn-^-l)^ 
degré, qu'on ne peut résoudre qu'à l'aide de procéâés particn- 
liers. On arrive promptement à une valeur approchée der, en 
s'appuyant sur la remarque suivante. 

Lorsque G ei a sont donnés ^ le nombre n des annuités augmente ou 
diminue y quand le taux r augmente ou diminue Im-^mJême. Il suffit, 
en effet, pour s'en assurer, de reprendre la seconde méthode 
(40o), qui fournit la formule générale des annuité; on recon- 
nnft que la dette, à la fin de la première année, C (1 +r) —a, 
estd'autant plus grande que r est plus grand; qifilen^stde 
même à la fin de chaque année, puisqu'on multiplie chaque feîi 
la dette précédente par (l+r), et qu'on diminoe emmte le 
produit d'une quantité fixe a. Par conséquent, si n payements 
suffisent pour annuler la dette, lorsque le taux a une certaine 
valeur r, ils ne suffiront plus, lorsque le taux §era plus élevé. 
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Cela posé, reprenons la formule [l] sous la forme : 

_ log g — log {n — Cr) 
^- log(l+r) > [^] . 

formule dans laquelle r est Tinconnue. Si Ton donne arbitraire- 
ment àr une valeur r', et que cette valeur soit moindre que 
celle que-l'on'cherche, la valeur correspondante n' de Ia>fraction 
[4] sera moindre que la valeur donnée n ; et au contraire, n' 
sera plus grand quen, sir* est plus grand que r. On saura donc, 
en comparant n! à n, si la valeur, attribuée arbitrairement à r, 
est trop forte ou trop faible ; et Ton pourra, par suite, à l'aide 
de quelques tâtonnements convenablement dirigés, obtenir ra- 
pidement une valeur suffisamment approchée de r. 

4:08. Appucations numériques. Exemple I. Qiielle est l'annuité qui amortit, 
en 51 ansj une somme de 34600 fr., Pintérêt étant à ^ pour 100 par an? 

Formule [2] : log o = log Cr + n log (1 +r) — log { (1+ r)«— 1 1 , 

log(l +r) =log (1,04) = 0,0170333393 

w log (1 + r) = 51 log (1,04) =0,8687003; 

d'où: (l+r)-= 7,390960. 

Gek. jMsé : 

log'Gr=.log 1384 = a,Ull36i 

nlog(l + r)= = 0,8687003 

log 1(1 + r)» - 1 ] =^log 6,39095 = 0,8055654 

CMog {(l+r)»-l}— 10= = 1,1944946 

loga= = 3,2042710. 

Donc: a=1600',556. 

Exemple IL On place, au commencement de chaque année, une somme de 
50 fr, au taux de 6 potsr 100 : queUe somme x dewnO't'On recevoir au bout de 
2k ans? 

o{(l+r)-+'— (l + r)) 

Formule : « = ^ — ' ^ * . 

r 

log (1 +r) =log (1,06) =î 0,0258068663 

(n+ 1) log (1 +r)=25 log (1,06) ^ 0,6326466; 

dcùt (H-r)*+«= 4,29187; 

or.: . l+r=l,û6 

donc : (1 + r)«+» - (1 + r) =3,23187. 
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^^ ^^ ' k)g a = log 50 = 1 ,6989700 

log [ (1 +r)-+'— (1 + r) ) = log 3,23187 = 0,5094539 

e log r— 10 =e log 0,06— 10 = 1.2218488 

log «== 3,4302727 

Donc: {C=2693',22o. 

Exemple III. QuelU tomme C v^ut-on emyruiOer aujourd'hui, m of[rmt de 
pjyer, pendant 37 ans, une annuité de 825 fr. le taux étant àk^ pwr 100? 

Formule [3] : 

iogC = log a + log { (1 + r)"- 1 } -log (1 + r)--log r. 

log (1 + r) = log (1,045) = 0,01911629 

n log (H-r) = 37 log (1,045) =- 0,7073027; 

d'où: (H-r)-=: 5,09686. 

Cela posé : log a = log 825 = 2,9164540 

log { (1 + r)" — 1 ) = log 4,09086 = 0,6124512 • 

C» log (1 + r)" — 10 = = T, V926973 

C» log r — 10 = C» log 0,045 — 10 = 1,3467875 

log C= 4,1683900; 

d'où C = 1473GS35. 

ExFMPLE IV. En combien de temps une somme de 260 000 /r. sera-t-elle 

amortie par une annuité de 10000 /r., au taux de 3 - pour 100? 

lo g g — log (g—Cr) 
Formule [4] : n = log [\-^r) ' 

log a= log 10000 =. 4 
log (a - Cr) = log 1550 = 3;1903317 

log a— log (a-Cr) = 0,8096683 

log (1 + r) =log (1,0325) = 0,0138901. 

0,8096683 ^^ 
^^'^^'- *=0ÂÛ389iïr=^^ 

Ou devra donc payer 58 annuités de 10000 fr. Mais, comme la division laisse 
un reste, la somme donnée ne sera pas amortie entièrement. Pour terminer le 
compte, il faut calculer, d'une part, ce qui est dû au bout de 58 ans, c'est-à- 
dire 5 = 260000 X (1,0325)"; calculer, de l'autre, ce qui a été payé par les 

annuités, c^est-à-dire p=: ^^^^^^ ^0 S '^^^ "" ^ ^ » ®^ prendre la différence 
(*-p). 
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log 260000 = 5 , 41497335 Ipg 10000 = 4 

581og (1,0325) = 0,80562348 |iog 5,39180i = 0,7317341 

log s = 6,22059683; C» log 0,0325- 10 = 1 ,4881166 

rf'où: *= 1661869'. log p = 6,2198507; 

De plus (1,0325)" = 6.391804. p = 1659017'. 

Donc la somme qui reste due, (< — p) = 2852 fr. 

Exemple V. On emprunte aujourd'hui une somme de 35000 fr.; on la rem. 
bourse, ainsi que ses intérêts composés, par 52 annuités de 1600 fr. chacune. 
Quel est le taux de l'intérêt ? 

Formule [41 f n = ^^g ^ - ^og (^- W 

log (1 + r) • 

Supposons d'abord : r=0,04; il en résulte : a — Cr = 200. 

log a=rlog 1600 = 3,2041200 
log (a— Cr)= log 200 = 2,3010300 

loga— log (a-Cr) = 0,9030900; 
log (1 +r)= log (1,04) = 0,0170333. 

En divisant 0,9030900 par 0,0170333, on trouve pour quotient 53, nombre plus 
grand que 52. Donc le taux est moindre que 4. 

Supposons r = 0,035; alors a— Cr = 375. 

log a=log 1600 = 3,2041200 
log (a - Cr) t= log 375 = 2,57403 1 3 

log a— log (a— O) = 0,6300887; 
log (1 +r) = log (1,035) = 0,0149403. 
En divisant 0,6300887 par 0,0149403, on trouve pour quotient 42, nombre beau- 
coup trop faible. Donc le taux est beaucoup plus voisin de 4 que de 3 ■? 

2' 
Supposons donc r =0,039; alorsa— Cr= 235. 

log a=i log 1600 = 3,2041200 
log (a - Cr) = log 325 = 2,3710679 

log a— log (a— Cr) = 0,8330521 ; 
log (1 +r) = log (1,039) = 0,0166155. 

Le quotient de 0,8330521 par 0,0166155 est 50, nombre trop faible : donc la 
taux est supérieur à 3,90. 

Supposons r =0,0395; alors a— Cr = 217,50. 

log a=log 1600 = 3,2041200 
log (a— Cr)= log 217,50 = 2,3374593 

log a —log (a — Cr) = 0,8666607; 
log (1+r) =log (1,0395) = 0,0168246. 
Le quotient de 0,8666607 par 0,0168245 donne 51. Le taux est donc supérieur 
Alo. B: I« Partie, 21 
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à 3S95. n est donc compris entre 3S95 et 4. On le connaît ainsi à 0^05 près ; 
et l'on (leut aisément pousser plus loin l'ai^roximation. 



Cas des refîtes psaniTUELLES. La valeur de l'aimuité 
a, destinée à aeqvitter un emprunt G, dms un temps donné n, 
diminue quand n augmente : car, en; âmsanft les deux tenues 
du second membre par ( 1 + r}"^ h formule [2] peul s'écrire : 



6r 
1 — 



(l+r)- 

et Ton voit que, plus n est grand, plus . ., est petit ; plus le 

dénominateur est grand, et plus la valeur de a est petite. Si donc 
Tépoque du remboursement s*ék)igneU)«léfu|ioient, c'est-à-dire» 
si n grandit indéfiniment, la vsileur de a, toujours supérieure à 
Gr, puisque le dénominateur est moindre que ly diminue, et a 
pour limite Cr, c'est-à-dire Tintérêt simple de la SQOune prêtée. 
C'est le cas de la rente perpétuelle. 

E»SR€IOÇS. 

I. Un capital de 8500 francs est placé Mo P^ur ^00 : (fj^e devient-il au bout 

de 41 ans? 
On trouve 51663SS8. 

II. Une population de 200000 âmes augmente paj: an de 1 ^ pour 100 : à com- 
bien montera-t-elle dans un siècle f 

On trouve 692681. 

TH. Combien de temps an capital de 3f500 francs doit-il être placé, à 5 pour 
100, pour s'élever à la mtoe soaisie cpM 4300 tsmas, flacés à 4 pour 100, pen- 
dant 18 ans? 

On trouve IS'-^Tôi'"'". 

IV. Deux capitaux sont placés à intérêts composés : rwi de âSÛSO teaa, i 

4 ^pour 100; l'autre de 99398 fvdmes^ à^ 3 ? pom? tOO; «a «Mnèien ée tenps 
2 2 

s'élèveront-ils à la môme somme? 

On trouve 100 ans. 

V. Quelle est la valeur actucile d'une rente annuelle es 1500.francs, payable 
pendant 36 ans^ l'inlérét étant à ^pour \&&, et le premier payement devant se 
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r r ^ . a 1500X ( (( ,05)3« — t ] 

Laformuleest: A^ (i.^o^^x.^o:. ' 

et Ton trouve 24820^32 . 

VI. On veut payer une dette de 25000 francs, en 7 paiements annue's égaux, 
l'intérêt étant à 4 pour 100. Quelle doit être la valeur de l'annuité? 

On trouve 4165', 16. 

VII. Quelle est l'annuité qui amortit en 48 ans, un emprunt de 36000 francs, 
au taux de 3 - pour 100 ? 

On trouve 1628',14. 

VIII. On veut acheter une rente de 3000 francs pour 91650 francs. Pour com- 
bien d'années, à raison de 3 pour 100, doit-on concéder la rente? 

On trouve 84 ans. 

IX. Quelle eçt la valeur actuelle, au taux de 5 pour 100, de 24 annuités, dont 
la première est de 1000 francs, payable dans un an, et qui croissent en pro- 
gression géométrique dont la raison est--? Calculer le montant de la dernière 
annuité. 



La formule est : S = t-t— X 
l + r 



o _ \l+rl 



TT-r-' 



dans laquelle : a = 1000, 9 = tt;» »*= 0,05, n = 24. 

On trouve : S=50817S41. 

La dernière annuité est de 8954',30. 

X. Un ouvrier dépose, au commencement de chaque semaine, une somme a 
à la caisse d'épargne, pen-lant n années consécutives. Quel est, après ce temps, 
le montant M de son livret, le taux étant r pour I franc, eties intérêts se capi- 
talisant à la fin de chaque année? 



On trouve : M =a ^52 + ^\ ^^ 



r)«- 1 



XI. Une personne verse, dans une banque de prévoyance, une somme r, au 
commencement de chaque année, pendant n années consécutives. On demande 
quelle somme a elle doit recevoir, au commencement de chaque année, pen- 
dant les 2n années suivantes, pour être entièrement remboursée de ses avances. 

On trouve : ^^ — ' — - — 



(l + r)» + l 



XII. les conditions élant les mômes que dans le problème précédent, quel 
doit être le nombre n, pour que la somme a soit au moins égale à k fois la 
somme u? 
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On trouve la condition : _^_^ 

d'où l'on déduit une limite inférieure pour n. 



FIN DE LÀ PREIUBBE PARTIE. 
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